1. Napon talasnog oblika u(t) =U,,(sin wt —0.3sin3t) j& doveden na dva paralelno vezana

voltmetra. Prvi voltmetar je instument sa mekim gvozdem, a drugi je instrument sa kretnim
kalemom 1 jednostranim ispravlja¢em, kalibrisan da pokazuje efektivhu vrednost
prostoperiodi¢nog napona. Ako je pokazivanje drugog instrumenta 140 V, koliko pokazuje
prvi instrument.

ReSenje:

Prvi voltmetar, instrument sa mekim gvozdem, meri efektivnu vrednost napona po definiciji.
Njegovo pokazivanje se trazi.

Drugi instrument meri srednju vrednost jednostrano ispravljenog napona i mnozi faktorom
oblika za prostoperiodi¢ni talasni oblik i jednostrani ispravlja¢ (2.22). Analizom talasnog
oblika se pokazuje da je u prvoj polovini periode T napon pozitivan (pa zbog toga prolazi
kroz jednostrani ispravljac), a u drugoj polovini periode napon je negativan, pa je tada na
izlazu ispravljaca odziv nula.
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Efektivnu vrednost mozemo odrediti po definiciji.

1T
U, = /?juz(t)-dt
0

MozZemo iskoristiti i formulu za efektivnu vrednost sloZzenoperiodi¢nog signala: efektivna
vrednost je jednaka kvadratnom korenu iz polovine sume kvadrata svih amplituda. Napon u
ovom primeru ima prvi harmonik amplitude Un i tre¢i harmonik ampitude 0.3Un.
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U, =162V

Napomena:
Da je u pitanju prostoperiodi¢ni napon, oba instrumenta bi pokazivali isto - efektivnu
vrednost. U ovom primeru, napon je slozenoperiodi¢an: pored osnovnog, sadrzi i treéi



harmonik (prostoperiodi¢na komponenta na trostruko vecoj ucestanosti), pa ugradeni faktor
oblika viSe ne vazi. Zato se javlja razlika u pokazivanjima ova dva voltmetra. Efektivnu
vrednost ispravno odreduje instrument sa mekim gvozdem. Drugi voltmetar dobro pokazuje
samo u prostoperiodi¢nom rezimu! U svim drugim situacijama nastaje sistematska greska
usled talasnog oblika.

2. Napon u(t)=A, +A -sinast, A, =3V, A =5V, Je doveden na instrument sa kretnim

kalemom 1 jednostranim ispravljatem, kalibrisanim da pokazuje efektivnu vrednost
prostoperiodi¢nog talasnog oblika. Koliko je pokazivanje instrumenta?

ReSenje:

Opisani instrument "obavlja" posao iz tri koraka. Prvi korak je vezan za jednostrani
ispravlja¢. On propusta delove napona koji su pozitivni, a ne propusta negativne delove
napona. Drugi korak podrazumeva nalaZenje srednje vrednosti napona nakon ispravljac¢a. U
treCem koraku se obavlja mnoZenje faktorom oblika za sinusni napon i jednostrani ispravljac,
a to je vrednost 2.22.
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U :2.22-—-ju'(t)-dt
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Prvo je potrebno naci interval u kojem je napon pozitivan da bi se mogle odrediti granice
integrala. Trenutak T1 ¢emo odrediti izjednacavanjem napona sa nulom.

u(M)=0= A, +A -sinol, =0= oT, :arcsin(—%]

T, :i-arcsin[—iJ
A

(0}
Sa slike se vidi, zbog simetrije, da je T, =TE+|T1| . Kona¢no imamo:
T,=-0.1024-T T, =0.6024-T
Posto su sada poznate granice intervala u kojem je napon pozitivan, moZze se napisati izraz za

pokazivanje voltmetra sa kretnim kalemom i jednostranim ispravljacem, kalibrisanim da

pokazuje efektivnu vrednost prostoperiodicnog talasnog oblika.
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Napomena:



Ovde nastaje sistematska greska merenja jer je umesto prostoperiodi¢nog (sinusnog) napona,
na instrument doveden napon koji se sastoji od zbira naizmeni¢ne sinusne komponente i
jednosmerne komponente.

Obratite paznju da je neophodno koristiti arc funkcije tako da daju ugao u radijanima, posto
je kruzna ucestanost u rad/s, a ne u stepenima/sekundi!

3. Periodican napon dovoljno velike frekvencije, talasnog oblika datog funkcijom
u(t):%u +U,, 0<t<T, U>0, doveden je na voltmetar sa kretnim kalemom i

jednostranim ispravljaCem, kalibrisanim da meri efektivnu vrednost prostoperiodicnog
napona. Koliko iznosi relativna sistematska greSka merenja ako je odnos U, =—0.1.U ?

ReSenje:

Prvo je potrebno nacrtati izgled napona, da bi se odredio oblik napona koji se dobija nakon
jednostranog ispravljac¢a. Instrument sa kretnim kalemom c¢e skretati srazmerno srednjoj
vrednosti ispravljenog napona.

u(©0)=Uy, =-0.1-U oot
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Jednostrani ispravlja¢ ¢e propustiti bez promena sve pozitivne delove napona, a negativne
vrednosti napona ¢e biti zamenjene nulom. Na izlazu ispravljaca se dobija napon:
0 ,0<t<Ty
u'(t) =
© %-U +U, T <t<T

Instrument sa kretnim kalemom 1 jednostranim ispravljeem ¢e pokazati vrednost koja
predstvlja proizvod faktora oblika i srednje vrednosti jednostrano ispravljenog napona.
Pokazivanje instrumenta ¢e biti merena vrednost. Tacna vrednost je efektivna vrednost
napona u(t).

T T
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Vrednost integrala predstavlja povrSinu koju definiSe podintegralna funkcija prema
horizontalnoj (vremenskoj) osi. U nasem slucaju je re¢ o trouglu, pa se vrednost integrala
moze zameniti povrSinom trougla ¢ija je visina 0.9U, a baza 0.9T.

U 2.22 .%.o_gu (T _Tl):—Z'T22 %-o.gu .0.9T U, = 0.8991-U

mer — mer

Efektivna vrednost se racuna u odnosu na originalni napon u(t)! Instrument sa mekim
gvozdem meri efektivnu vrednost po definiciji 1 nisu mu, kao pomo¢, potrebni ni ispravljaci
ni faktor oblika.
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Relativna vrednost greske je definisana izrazom:

tac

Napomena:

Dobijena je vrlo velika greska! Ova greSka poti¢e od "neocekivanog" talasnog oblika, a
posebno od jednosmerne komponente koja postoji u signalu. Napon ima oblik testere koja je
izdignuta za iznos jednosmerne komponente, pa joj nisu (po apsolutnoj vrednosti) iste
maksimalna pozitivna i maksimalna negativna vrednost.

4. Reaktivna snaga monofaznog potrosaca odreduje se na osnovu merenja struje, napona i
aktivne snage. Kolike su procentualne sigurne granice greske merenja reaktivne snage ako je
faktor snage jednak 0.95, a sigurne granice greSske merenja struje, napona i snage iznose
+0.5 %?

ResSenje:

Reaktivna snaga je ovde indirektno odredivana veli¢ina. Ne oc€itava se direktno sa skale
instrumenta za merenje reaktivne snage (VAr-metar), nego se ratuna na osnovu drugih
izmerenih 1 saopstenih veli¢ina. Ovde se trazi pocena najvece moguce greSke koja se moze
sadrzati u rezultatu za reaktivnu snagu, a koja poti¢e od greSaka merenih veli¢ina: napona,
struje i aktivne snage.

Al
Q=vUZ-1°-P?;  cosp=0.95; ‘T:

Ovde se polazi od izraza za totalni izvod zavisnosti indirektno merene veli¢ine od merenih

=0.5%
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vrednosti, uz izmenu da se sabiranje pojedinih doprinosa vrsi po apsolutnoj vrednosti!

|AQ| < R A1+ R AU+ R ap
ol G

Ovo bi bila formula po kojoj bismo dosli do maksimalne apsolutne greske - greske iskazane u

jedinicama za reaktivnu snagu (VAr). U zadatku se traZze procentualne granice greske, pa je

prethodni izraz potrebno podeliti vrednoscu reaktivne snage Q.
AQI_ 1 1R \IL19Q AUl AP
Q| Q [lal ouU oP
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Ovaj izraz ¢emo napisati u obliku koji sadrzi relativne greSke merenih veli¢ina umesto

apsolutnih gresaka.
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Imajuéi u vidu definiciju faktora snage, mozemo izvrsiti transformaciju izraza.
cosg = P/(UI)
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Napomena:

lako su merene veli¢ine odredene sa dobrom tacnoS¢u, odnosno sa greSkom manjom od
0.5 %, procentualne granice greSke za reaktivnu snagu se dobijaju visestruko vece - 14.9 %!
Zasto se ovo deSava? Problem je Sto se pri odredivanju reaktivne snage vrsi oduzimanje
bliskih vrednosti. Za faktor snage blizak jedinici, imamo situaciju kada su prividna snaga
(UI) i aktivna snaga (P) priblizno jednake. Oduzimanjem priblizno jednakih veli¢ina koje u
sebi sadrze gresku, moze se dobiti rezultat koji je reda veli¢ine samih greSaka, pa relativna
greSka takvog rezultata moze biti vrlo velika!

5. Fazni ugao monofaznog potroSaca odreduje se na osnovu merenja struje, napona i aktivne
snage. Kolike su apsolutno iskazane sigurne granice greSke merenja faznog ugla, ako je
faktor snage jednak 0.95, a sigurne granice greSke merenja ampermetra, voltmetra i vatmetra
iznose +0.5 %.

ReSenje:

Q= arccosU—PI, cos¢p =0.95, ‘ ‘ 0.5%

Podsetnik: (arccos x)' —_
1- x2
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Napomena:

Zadatak je moguce reSiti na laksi nacin, ¢ak i ako ne znamo §ta je izvod arcos funkcije. Mogu
se prvo naéi sigurne granice greSke za faktor snage, pa onda reéi kolike su sigurne granice
greske za fazni stav.
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6. Otpornost se meri U/l metodom, naponskom vezom. Upotrebljeni su:
Voltmetar, opsega 6 V, klase tacnosti 1 1 unutraSnje otpornosti (6 000 £ 12) Q,
Ampermetar, opsega 12 mA 1 klase tacnosti 1.

Ocitano je 2 Vi 10 mA. Odrediti sigurne granice greske rezultata merenja.

ReSenje:
V-metar: Unax=6V, kI, =1, R, =(6000+12)Q
A-metar: lnax=12mA, Kl =

1=10mA, U=2V
Koli¢nik napona i struje, ne¢e dati otpornost koju Zelimo, nego ¢e predstavljati otpornost
paralelne veze unutrasnje otpornosti V-metra i merenog otpora.
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U izrazu za Rt imamo otklonjenu sistematsku gresku koja bi nastala ukoliko bismo zanemarili
kona¢nu unutrasnju otpornost V-metra. Otklanjanjem sistematske greSke merenja, u rezultatu
ostaju da postoje slucajne greske, Cije konkretne vrednosti ne znamo. Znajuci granice tih
greSaka, mozemo izvrsiti procenu najvece moguce greske, odnosno mozemo odrediti sigurne
granice greSke. Sada treba uraditi totalni izvod ovog izraza po svim veli¢inama koje u sebi
sadrze gresku. Ovde su to: napon i struja (¢ija je maksimalna greska data klasom tac¢nosti
koriS¢enih instrumenata) 1 greSka poznavanja unutrasnje otpornosti V-metra.
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AR, =12 Q

AR, <£6.4209 Q) +2.5684 (2 +0.0143 Q)

R
AR <9.0036
Napomena:

Vidimo da najveci doprinos u ukupnoj gresci imamo zbog greSke V-metra (6.4209 Q), zatim
od greske A-metra (2.5684 ), a najmanji doprinos poti¢e od nepoznavanja unutrasnje
otpornosti V-metra (0.0143 Q).

7. Talasni oblik napona na izlazu iz izvora prikazan je na slici. Amplituda U iznosi 1 V.
Koliki jednosmerni napon (ofset) treba dodati prikazanom naponu da bi srednja vrednost tako
dobijenog napona bila jednaka nuli?

ReSenje:
Prvo je potrebno definisati zavisnost u(t).



U=1V
u=k-t+n U
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Trazi se vrednost ofset napona (jednosmerne komponente), koju treba dodati naponu u(t) da
bi tako dobijeni napon imao srednju vrednost 0.

A ()

17 17 17 17
?j[u(t)+ux]dt:?ju(t) dt+?jux dt:?-[u(t) dt+U, =0
0 0 0 0

Iz ovog sledi da je trazeni ofset napon jednak negativnoj vrednosti srednje vrednosti napona

u(t).

8. Napon u(t) = (3 - 3 sin(314 t)) V meri se voltmetrom sa mekim gvozdem. Koliko ¢e biti
pokazivanje voltmetra?

ResSenje:
Instrument sa mekim (pokretnim) gvozdem meri efektivnu vrednost.
u(t) = (3—3-sin 314t)

-

il ju (t) - dt
0

_|

Uy =\/%-H9—18-sin @t +9-sin ot |- dt
0

Uves¢emo smenu za kvadrat sinusne funkcije.

sin® x = %(1—cos 2X)

1 T T 9 T
U, = —-{9-_[dt—j18-sina)t~dt+— _[1 cos 20t )- }
T 0 0 2 0
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T T 9 T 9
Uy = —-{Q!dt—gl&sma)tdt+§-£dt+z~£(—c052a)t)-dt

Resenje drugog i Cetvrtog integrala ¢e biti nula, jer se radi o integralu prostoperiodi¢ne

funkcije nad jednom, odnosno, nad dve cele periode. Ostaju da se rese prvi i tre¢i integral.
T
Uy = [ Z-off + 24 |=367V
T |0 2],

9. Napon u(t), prikazan na slici, amplitude 1 V, dovoljno velike frekvencije, doveden je na
voltmetar sa kretnim kalemom i jednostranim ispravljatem, kalibrisanim da meri efektivnu
vrednost prostoperiodi¢nog napona. Kolika je relativna sistematska greSka merenja?

ReSenje:

Voltmetar sa kretnim kalemom 1 jednostranim ispravljacem, kalibrisan da meri efektivnu
vrednost prostoperiodi¢nog napona, ustvari meri srednju vrednost ispravljenog napona i
mnoZi je faktorom oblika 2.22. Ovaj faktor je odreden tako da voltmetar, u slucaju
o¢ekivanog - prostoperiodi¢nog talasnog oblika, mereéi srednju vrednost ipak pokazuje
efektivnu vrednost. Za sve ostale talasne oblike nastaje sistematska greska zbog talasnog
oblika.

Prvo je potrebno odrediti analiticki oblik napona. U jednoj periodi, napon se ponasa po
zavisnosti koja se moze opisati jednad¢inom prave.

A ,
uit)

y=K-X+n I
-U=k-0+n=n=-U '
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2U »
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Za ta¢nu vrednost ¢emo uzeti efektivnu vrednost dovedenog napona.

T T 2
Ues =\/T1-ju2(t)-dt =\/T1-j($.t—uj -dt
0
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Za merenu vrednost ¢emo uzeti pokazivanje opisanog instrumenta. Prvo je potrebno odrediti
oblik signala nakon jednostranog ispravljaca.

0 ,0<t<T/2
ut) = Tt U ,T/2<t<T

T
Utac :Uef =

%(T—%j@J—@

Srednju vrednost mozemo odrediti reSavanjem integrala, ali i preko povrsine koju

L
U, == [u')-dt=
TO

podintegralna funkcija definiSe prema horizontalnoj osi.
11T U

Upype =2.22-U,, =2.22 -% = 0.555U

I, =100- (ﬁ —1j =-3.81%

tac

10. Periodican napon dovoljno visoke frekvencije, talasnog oblika datog funkcijom

u(t) :_% +U,, %:0,1, 0<t<T, u, >0, doveden je na voltmetar sa kretnim kalemom

1 dvostranim ispravljacem, kalibrisanim da meri efektivhu vrednost prostoperiodi¢nog
napona. Koliko iznosi relativna sistematska greSka merenja?

ReSenje:
Tacna vrednost je efektivna vrednost. Treba je odrediti po definiciji.

T
1 t-U
Utac:\/?'J‘(_?+U0j -dt

0

1 ¢(U? U-u )
Utac:\/? I(Tz 12 -2 ==t J-dt

g
:[Uzﬁ 2:U-Uy UOIJ
tac

T3 3 T2 2 T
U, =0.493U
Merena vrednost je pokazivanje instrumenta sa kretnim kalemom. Instrument mnozi

faktorom oblika 1.11 srednju vrednost dvostrano ispravljenog napona. Imajuéi u vidu oblik
napona u(t), napon nakon dvostranog ispravljaca ¢e biti definisan funkcijom u"(t).
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Srednju vrednost je lakse resiti preko povrSina dva trougla.
T
1 ¢ . 1 11 1
u, :?-lu (t)-dt—?-[PAlJr P, ]_?-[E-o.n 01U +7-09T -0.9u}

0.01-Uu 0.81-U
= +

U, , =0.41-U

Uper =1.11-U,, =0.455-U

I,, =100- (ﬂ —1] ——7.69%
tac

11. Periodi¢an napon u(t) talasnog oblika prikazanog na slici doveden je na voltmetar sa
mekim gvozdem. Koliki je odnos t1/T ako voltmetar pokaze napon od 1.2 V?

ResSenje:
Instrument sa mekim (pokretnim) gvozdem meri efektivnu vrednost po definiciji. Prvo je
potrebno napisati analiticki oblik napona u(t) u zavisnosti od vremena.

Uit}

2V , O<t<t .
u(t) = ! Y —
1V, t<t<T

1Y

1 (% .
Uy = = [2°-dt+[17dt
T 0 t

1 t
u, =\/?.[4.tl+'|'_t1]=\/3.?1+1:1.2v

3-t—1+1=1.22
T

Y 015
=



12. Periodi¢an napon u(t) talasnog oblika prikazanog na slici doveden je na voltmetar sa
kretnim kalemom. Kaoliki je odnos t1/T ako voltmetar pokaze napon od 1.2 V/?

ReSenje:
Instrument sa kretnim kalemom meri srednju vrednost po definiciji.
uit)
2V , O<t< .
u(t) = b 2V —
1v |, t<t<T

I -"rl {

U, =12V =

1
—-Ju(t)-dt
T ®)

sr

o t—y

U ovom slucaju se raunanje integrala moZe zameniti odredivanjem povrsina dva
pravougaonika.

1 [ ] 1
Usr = ? Pprl + I:)pr2 = ?[Ztl +1(T _tl)]

4 L Y

USI’ :2?4-1—?—?4-1
b_o2
T

13. Voltmetru dometa 15 V i klase ta¢nosti 0.5, ¢ija je unutrasnja otpornost 15 kQ + 15 Q,
radi proSirivanja mernog opsega vezan je na red predotpornik od 15 kQ + 75 Q. Koju klasu
ta¢nosti novodobijenog voltmetra treba ocekivati?

Resenje:

voltmetar Vo: R,

Unag =15V 1
kl, =05

Ry, =15kQ£15Q Ul ta| R GD
predotpor:

R, =15kQ£75Q

Predotpor Rp i voltmetar Vo Cine novi voltmetar V koji ima duplo veéi opseg, posto je Rp
jednako unutra$njoj otpornosti Rvo.

Unprg =Unna: =00

max

= Upnae=Unag RotRe 45y
R/o+Rp Rvo

U svakom trenutku vazi

maxy



U:UO.M
Ryo

i, =AY 100

max
Ukupna greska novog voltmetra potice od greske koju pravi polazni voltmetar Vo, kao i
neta¢nost unutras$nje otpornosti osnovnog voltmetra Ryo i otpornosti predotpora Re.

AU < |— oy AR, |+ ﬂAu Gl -ARp
Ry, oU, R,
|Au|suo-RVO_(RV°2+RP)'1-ARVO+‘—RV°+RP-Auo+i-ARP
I:QVO 0
AU| <15 V. 15kQ2.15 15kQ+15kQ 05 .\ | |15V / 750
(15kQ) 15kQ 100
[AU|<0.24V
i, =224V 100-038
30V
Napomena:

Iako je rac¢un dao rezultat 0.8, usvajamo prvu vecu vrednost koja je standardom dozvoljena, a
to je 1. Ovde ne vazi da se rezultat zaokruzuje na blizu vrednost! Ako bismo izvrSili
zaokruzivanje na manju vrednost, bili bismo nekorektni prema korisniku novodobijenog
voltmetra, jer bi on zakljucio da je maksimalna apsolutna greska manja nego Sto moze da se
desi u najgorem slucaju.

14. Za merenje naizmeni¢nog napona na raspolaganju je mikroampermetar sa kretnim
kalemom, dometa 100 pA 1 unutrasnje otpornosti 2 k€, 1 jednostrani ispravljac. Kolika treba
da bude vrednost predotpornika kojeg treba upotrebiti da bi tako dobijeni voltmetar mogao da
meri naizmeni¢ni napon efektivne vrednosti do 10 VV?

ResSenje:

pA: kretnikalem, 1, =100pA, R,=2kQ
U, =10V =U, =U, -2 =14.14V

u() i)




lako je napon prostoperiodican amplitude Um, struja kroz instrument ¢e, zbog jednostranog
ispravljaca, te¢i samo za vreme pozitivne poluperiode. Predotpor se vezuje redno sa
mikroampermetrom i njegova vrednost se bira tako da se pri maksimalnom naponu na ulazu
dobije maksimalni otklon na mikroampemetru.

| = Yn

Rp + R,

Mikroampermetar sa kretnim kalemom ¢e skrenuti srazmerno srednjoj vrednosti struje. Kada
je napon na ulazu maksimalan (efektivne vrednosti 10 V), tada mikroampermetar treba da
napravi maksimalan otklon, odnosno srednja vrednost struje koja tece kroz njega treba da
bude jednaka njegovom dometu.

T/2
== ju(t) dt—— {II -sinet - dt + J’o olt}_7m

T/2

m=

Ueff =10V =100 pA

Koli¢nik amplitude napona i amplitude struje predstavlja otpornost redne veze otpornika Rp i
RuA.

srmax sr

Un Y2 o g

. ozl AP

m sr
10V-V2.

P r100pA

R, = 43kQ

15. Za merenje naizmenicne struje na raspolaganju je mikroampermetar sa kretnim kalemom,
dometa 100 pA 1 unutra$nje otpornosti 2 k€, 1 dvostrani ispravlja¢. Kolika treba da bude
vrednost Santa kojeg treba upotrebiti da bi tako dobijeni miliampermetar mogao da meri
naizmenic¢nu struju efektivne vrednosti do 1 mA?

ResSenje:
pA: kretnikalem, 1, =100pA, R,=2kQ
Lo = lef o - V2 =1.4142 MA
i(1) i"(1)
I P S lu,-.‘ —— P
T / \/ :
772\ VA 172 It

Kada je struja realizovanog mA-metra maksimalna Ima, onda i struja kroz mikroampermetar
takode dostize maksimalnu vrednost lya. Struja mA-metra teCe kroz paralelnu vezu Santa i
mikroampermetra, dok struja mikroampermetra te¢e samo kroz mikroampermetar.



|
R o1

R R,
LA $
Za maksimalnu struju mA-metra (domet 1 mA) treba da se dobije maksimalan otklon
osnovnog mikroampermetra, odnosno treba da srednja vrednost struje kroz mikroampermetar

bude jednaka njegovom dometu.
=v2-1mA= 1, =100 /A

I ,-R

R = |mA'[R,,A

mAmax
— 1 T/2 2I
==-2- jl -Sinet - dt = =100 A
T V4
ﬂAm:157,uA
1

IyAm-RyA—I 1 1

7_1_7

RyA ’
iz ImAm 1
s luan Ria R

-1 -1 _
Rv{ oy 1] |1 _[lmpm _1J { 1 _(1.4142mA_1ﬂ1
lue R Ra|  |Raa (Las 2000 | 157 pA

16. Za merenje visokih napona koristi se kapacitivni delitelj,
prikazan na slici, koji snizava napon Uz u odnosu 30:1. Koliko c, ——
iznosi sistematska greSka merenja ulaznog napona usled

. . . U1 1
kona¢ne unutraSnje otpornosti voltmetra V, koja je jednaka
modulu impedanse kondenzatora C,? Ca == Ry

Resenje: O
Nazivni odnos kapacitivnhog delitelja napona t =oc
koli¢nik ulaznog i izlaznog napona.
|

Ll e

CRERE ; o

et

1 1
jaC, C, G,
S T N W B R R
JaC,  JaC, C, G

Y G o (n1)c =g,
U2 Cl

Treba primetiti da je kod kapacitivnog delitelja formula drugacija nego kod otpornog
delitelja. Kod otpornog delitelja "donji* otpornik treba da je (n-1) puta manji od "gornjeg™, da



bi se dobilo deljenje napona n puta. Ovo je zbog izraza za impedansu kondenzatora, koja je
obrnuto proporcionalna vrednosti kapacitivnosti.

AKo je voltmetar idealan, onda vazi da je U, =n-U,. Posto u zadatku voltmetar nije idealan,
onda mnozenjem oéitanog napona U, koeficijentom N nec¢emo dobiti pravu vrednost, nego
merenu vrednost:

Ulmer =n 'U2
Da bismo dobili tacnu vrednost u,,. moramo uzeti O
u obzir R, == C,
Z 1
U,=—=—U,; Z=R /|- 2
= Z,+ _1 == Ja’Cz -
—_ Jaﬁl — o ¥ ¢ L
R, 3
Z — Ja)CZ
- R+ L
JaC,
|:QV
R, -
J J v

R
1+ 1
U2= U1 1
- R, =y ot~
1+]  jaC, j
1 U,
U, = U, = —=
-2 1-j(n-1)1+j) = 1-j(n-1)+(n-1)

___ Y _ U,
© nir(n-1f  Ven—2n+1

U,..=U,-v2n* —2n+1

r%zloo-(ﬁ—ljzloo- Y,
Ultac U2 . \/2“2 -2n+1

T, =100.{;—1}:—28.1%

J2n? —2n+1

SARL

17. U polozaju (1) prekidaca P, voltmetar V sa kretnim
kalemom pokazuje maksimalni otklon na skali koja

ima 90 podeoka. Apsolutna greSka ocitavanja It .2
skretanja kazaljke voltmetra je jednaka na celom /‘°
mernom opsegu instrumenta. Odrediti na kom \% P Rx

podeoku na skali voltmetra je relativna greska merenja
nepoznate otpornosti najmanja.




ResSenje:
Kada je prekida¢ u polozaju 1, voltmetar je paralelno vezan izvoru. Cinjenica da voltmetar
tada ima maksimalan otklon govori da je opseg merenja voltmetra jednak naponu

jednosmernog izvora.
U, =E

Kada je prekidac u polozaju 2, unutrasnja otpornost voltmetra i nepoznati otpornik definiSu

naponski razdelnik, pri ¢emu voltmetar pokazuje napon na Ry.

__ R Ry
R, +Ry R, +R,

V2

Ovaj izraz treba diferencirati:

oRy oUy, oYy,

Posto je AR, =0 izraz se uproScava:

Uy, ‘E=Uy, =

U
V2 UV2

Greske AU, I AU, ,¢emo izjednaciti sa najvecom greskom AU koja je definisana dometom

i klasom tacnosti instrumenta.
Relativno iskazana greska je:

%ARX%:Uvz Uya Uy,

Rx Uvs j
R/| -1
o

ARX _ Umax+UV2

RX UVZ'(Umax_UVZ)
Treba naci za koje u,,, funkcija A(U, ,) ima maksimum. Odredi¢emo prvi izvod, izjednaciti

AU =AUy,)

sa nulom i resiti po U, ,

oA — UVZ(Umax _UVZ)_(Umax +UV2)(Umax _2Uv2)
aUvz U\fz(Umax _Uv2)2
Uz, +U,,(u, )-UZ =0

—2U_ +~JAUZ +4U2

Uvz = 2

Uy, =V, [V2-1)

U=ka; u_ =k-a, U,=k-a,
k-azzk-am(x/z—)

a,=a,, (\/5—1) = 37.3 podeoka

Na ovaj na¢in smo pronasli ekstremnu vrednost funkcije. Strogo matematicki gledano, jos bi
trebalo da se proveri vrednost sledeceg izvoda u istoj ovoj tacki, da bismo bili sigurni da 1i je
u pitanju maksimum ili minimum...

=0




18. Vitstonov most za merenje otpornosti ima u sve Cetiri grane otpornosti od priblizno 1 kQ i
napaja se iz (idealnog) naponskog izvora napona 4 V. Kao indikator nule, koristi se
instrument Cija je strujna konstanta 1 pA/pod i unutrasnja otpornost 1 kQ. Koliku jos
promenu merene otpornosti ovakav most moze da detektuje?

ReSenje:

Ako su sva Cetiri otpornika u granama mosta iste otpornosti R, onda je most uravnoteze i
indikator nule pokazuje nulu. Neka jedan od otpornika odstupa od nazivne vrednosti za 4R. U
tom slucaju treba odrediti struju koja protic¢e kroz indikator nule. Dogovori¢emo se, zarad
reSavanja zadataka, da je najmanji otklon koji posmatra¢ moze da primeti jednak 1/10
podeoka. Ovde treba odrediti najmanje 4R za koje se otklon bas jednak grani¢noj vrednosti -
1/10 podeoka.

R R+aR

R R

B

I
El
Zadatak se moze reSiti primenom Tevenenove teoreme. Predstavimo sve osim indikatora nule

preko Tevenenovih ekvivalentnih elemenata. Rt je ekvivalentna otpornost koja se dobija
izmedu taaka A 1 B kada su nezavisni naponski izvori iskljuceni (kratak spoj).

R =(RIR)+ (RI(R+4R) :%%

Za najmanje 4R se sa sigurno$¢u moze reé¢i da je mnogo puta manje od R, pa se u sumi moze

zanemariti. Tada se za ekvivalentnu otpornost moze napisati priblizan izraz.

Rr=—+—=R
T72 2

Ekvivalentni naponski izvor Et je napon izmedu tacaka A i B kada u kolu nema indikatora
nule.

Er =U,g =VA_VB=M.E_E,E:E_ZR’(R+AR)—R'(2R+AR)=
2R+ AR 2R 2R-(2R + AR)
_2R+2-AR—2R—AR.E_ AR '
4R+2-AR 4R+2-AR

I ovde se, nakon sredivanja brojioca, moze zanemariti 4R U sumi sa R u imeniocu. Dobija se

priblizan izraz za ekvivalentni naponski generator.
AR

ET ~— U
4R
Sada se lako moZe napisati izraz za struju koja protice kroz indikator nule.
2
| E; _ARU 1 AR U = AR:I8R

"Ry+R; 4R~ 2R 8.R? U



Da bismo odredili najmanje 4R koje je moguce primetiti ovim mostom, potrebno je u izraz
uvrstiti najmanju vrednost struje koja se moze detektovati indikatorom nule. To je struja koja
odgovara najmanjem otklonu koji je moguce primetiti.

1
. :amin-C:Epod&%:O.luA
2
AR=O.1pA-8-(1kQ) 020
4V
Napomena:

Mozemo proveriti pretpostavku o odnosu veli¢ina 4R i R. U konkretnom slu¢aju je 4R je
5000 puta manje od R, tako da je zanemarivanje prilikom reSavanja zadatka bilo sasvim
opravdano.

19.
Za merenje otpornosti Rx koristi se merno kolo . R,
prikazano na slici. Parametri kola su: Ro=1000 Q, —1____1 I

R1=100 Q, R2=100 Q i r=0.1 Q. Kolika je merena
otpornost Rx ako skretanje kazaljke indikatora

h
nule iznosi 12 podeoka kada je preklopnik u R, El 'a Rs
polozaju 1, a -18 podeoka kada je preklopnik u : —
|

polozaju 2? Indikator nule je osetljivi voltmetar
dovoljno velike unutrasnje otpornosti. U tacki A i
je plus kraj indikatora nule.

ResSenje:
Zbog velike otpornosti primenjenog voltmetra nije potrebno racunati ekvivalentnu
Tevenenovu otpornost (ne teCe struja kroz voltmetar, pa nema ni pada napona na

ekvivalentnoj otpornosti).

R r+R
E.,=E: o — s =C, o
R,+Ry r+R +R,

R R
E;,=E- ¢ ___ 2 =C, a,
R,+Ry Tr+R +R,
CV—E R, B r+R, _E R, B R,
a \R,+Ry Tr+R +R, a, \R,+Ry Tr+R +R,
R, (1 13 1 r+R 1 R
R, +Ry oy o, o r+R+R, a, r+R +R,
R, Aoy 1 _az-(r+R2)—a1-R2
R,+Ry o-a, Tr+R+R, o, -a,
R +R, ) a -« o, -
(0 X) 1 2=(r+R1+R2)' 1 2
Ro'(az_al) az'(r+R2)_a1'R2

RX :(r+Rl+R2)'RO'(a2_al)_RO:999_8Q
az-(r+R2)—a1-R2



Napomena:

Ovaj zadatak je ilustracija realne situacije kada se u donje dve grane mosta koristi ziCani
potenciometar. Tada otpornici Ry, r i R» predstavljaju delove otpornosti potenciometara.
Kliza¢ potenciometra deli ukupnu otpornost na dva dela: levi i desni. Otpornik r predstavlja
otpornost jednog zavojka zice u potenciometru. Zbog diskretne (skokovite) promene polozaja
klizaCa, 1 otpornosti se menjaju skokovito 1 nije mogucée izvrSiti potpuno uravnotezenje
indikatora nule. Za jedan poloZzaj se dobije minimalno skretanje kazaljke na jednu stranu (u
zadatku je to +12 podeoka), a pri minimalnoj promeni polozaja kliza¢a dolazi do promene
poloZaja kazaljke na drugu stranu (-18 podeoka). Cak i u ovom slu¢aju, kada nije moguée
izvr$iti uravnotezenje indikatora nule, a time ni mosta, na prikazani nacin se moze dobiti vrlo

kvalitetno merenje otpornosti!

20. Za merenje malih promena otpornosti otpornika od priblizno 100 Q koristi se Vitstonov
neuravnotezeni most. Odrediti granice greske merenja prouzrokovane neosetljivoséu mosta
ako se zna da otpornost otpornika u ostalim granama mosta iznosi 100 Q , da se most napaja
konstantnom strujom od 10 mA, da je strujna konstanta upotrebljenog indikatora nule
0.9 nA/pod 1 da je njegova unutrasnja otpornost 100 Q.

ResSenje:

Obratiti paznju da sada imamo izvor Kkonstantne struje umesto (uobicajenog) izvora
konstantnog napona. Kada se vrsi odredivanje ekvivalentnog otpora, potrebno je iskljuciti
nezavisni strujni izvor, odnosno zameniti ga otvorenom vezom.

R : R+AR s . R+AR

— 1
B B

£ 0 /A
N\ N\

Rr =(R+R)[(R+AR+R)=2R|(2R +AR)

R _ 2R-(2R+AR) 2R-(2R+AR)
T 2R+2R+AR  4R+AR
~ 2R-2R _ R
4R
Zanemarivanjem AR u sumi prema mnogo vecoj vrednosti R, dobija se pribliZzan izraz.
Prilikom odredivanja ekvivalentnog napona koristimo se formulama za strujne razdelnike, da
bismo napisali jednacine struja koje teku kroz granu A i granu B.

2R 2R + AR
E. =V, —V.=(R+AR)-1,—R-ls =(R+AR)—S" | —R.Z5T21
r=Va—Ve =( )1 5 = )4R+AR 4R + AR

ARR | AR

TTaR+aR' T 4



B B | AR
"Ry+Rr 2R 8R
I, -8-R
|
Za najmanji moguci otklon koji se moze detektovati, a koji odgovara 1/10 podeoka, odnosno

za najmanju struju, dobija se i najmanje 4R koje se moze odrediti.

1 pA
INmin =Epod~0.9—

Iy

AR =

pod
Ivmin:8-R 1 8-100Q2
ARminzN”‘L:—podO.Q&- =7.2mQ
I 10 pod 10mA
21.
R R:
Naizmeni¢ni most, prikazan na slici, uravnotezen je { H
za sledece vrednosti elemenata: R1=800 Q; 1 C C:
C1=0.5 pF; R,=400 Q; Co=1 pF i R4=1000 Q. I
Izracunati frekvenciju napona napajanja pri kojoj je |' |
most u ravnotezi. Rx Rq

ole

ReSenje:
Kada je most uravnotezen, vazi jednakost proizvoda impedansi u naspramnim granama.

1 1
R ‘R, =Ry -| R, +
(11.@(:1}4 X[Zjaﬁzj

Rl"cjc 1

%-R4:RX-R2+_ Ry

R, + - 2

jaCy
T
JoCR, +1 aC,
. 1 A

R,-R, = jaC, R -Ry -Ry, + @C; Ry -R - ———+ Ry -R, — j —— R
1Ry = JOU - R - Ry - Ky 1X1a)C2X21a)C2X

2 2

C i 1
R-R,=Ry | R-—2+R, |+j-Ry| ®C,-R ‘R, —
1" Ry = Ry ( 1 2] J x[ 1°Ri-Ry oC j
Jedna kompleksna jednacina u sebi sadrzi dve realne. Posebno ¢emo izdvojiti realni i
imaginarni deo jednacine.

2



R, —%:10009

R2+C—2-R1
Rx(w-cl.Rl-Rz—i}o
a)CZ
a)-Cl-Rl-Rzzi, mZ:;, ®=2500, f=397.887 Hz
oC, C,-C, R R,

22. U grani “1” Vitstonovog mosta za naizmeni¢nu struju prikazanog na slici nalazi se
kondenzator reaktanse 2 kQ, u grani ‘“2” otpornik od 0.5 kQ, a u grani “4” redna veza
otpornika od 0.5 kQ i kalema reaktanse 1.5 kQ. U grani “3” su elementi podeSeni tako da
most bude u ravnotezi. Koliki je fazni ugao impedanse u grani “3”?

Z,=05kQ+ j-15kQ

£ L

wglz, )7

Kada je most uravnotezen, vazi jednakost proizvoda impedansi U naspramnim granama.

1724 (—j-2kQ)0.5kQ+ j-1.5kQ)

— Z 0.5kQ

Pz =arg {é }: arctg (Il?ﬂei%] = arcty (%2) =-18.43°
<3

23. Most prikazan na slici, sa otpornicima Rs=1kQ i Rs=1 kQ, napaja se iz izvora napona
efektivne vrednosti 15V i frekvencije 1592 Hz. Uravnotezen je za R2=1kQ i C,=0.1 pF.
Koliko ¢e da skrene kazaljka indikatora nule, ¢ija je naponska konstanta 1 mV/pod i
unutra$nja otpornost dovoljno velika, ako se otpornost R, promeni za 1 Q?



R, =R, =1kQ Ci R R G
e T8

AR, =1Q
C, =0.1pF
U =15V =
f =1592 Hz R

C, =1mV/pod

e

ReSenje:
Kada je most uravnotezen, vazi jednakost proizvoda impedansi u naspramnim granama.
Uzimajuci u obzir da su otpornosti Rz i R4 jednake imamo:

22,22,
Z,R=2,R,
Z,=4

Cyx =C,=0.1pF, Ry =R, =1kQ

Kada je most neuravnotezen, moze se predstaviti Tevenenovim elementima. PoSto je
indikator nule voltmetar (data je osetljivost u mV/podeoku), a nije navedena njegova
unutra$nja otpornost, smatratemo da je beskonacna. U tom slucaju nema potrebe da se
odreduje ekvivalentna impedansa.

Er =Une =Va—Vs

Potencijal Va je odreden napajanjem U i komponentama mosta u granama 1 i 2. Potencijal Vs
je odreden napajanjem mosta i otpornicima Rz i Ra. Interesuje nas ekvivalentni napon kada se
otpornost R> promeni za 4R=1 Q u odnosu na vrednost za koju se ima uravnotezen most
(1kQ).

R, + AR, + 1C .
E=U- 1 Ja)lz ~U- 4
Ry + R+~ + - +AR, Rs +R,
joCy  jaC,
1KQ+1Q+ 1
E_U. j-27-1592-01pF  1kQ
T |1kQ+1kQ+ : 241 1kQ+1kQ

j-27-1592-0.1puF

Ovde je bitno prvo srediti vrednost u zagradi, pa tek onda odrediti moduo kompleksnog
predstavnika. Podsetnik iz matematike: moduo proizvoda (koli¢nika) kompleksnih brojeva je
jednak proizvodu (koliéniku) modula kompleksnih brojeva. Moduo zbira (razlike) nije
jednak zbiru (razlici) modula kompleksnih brojeva.

(10019— j-999.72Q 1j

2001Q-j-1999.43Q 2

Er =|E;|=15V-




2-(1001Q — j-999.72 Q) (2001 Q2 - j-1999.43 Q)

E; =15V~| 2.(2001Q-j.199943£2) |
E :15V-| L | —

T 12-(2001Q- j-1999.43Q)  2..[(2001) + (1999.43)
Er =2.65mV

Posto je konstanta voltmetra (indikatora nule) 1 mV/podeoku, onda se za otklon dobija brojno
ista vrednost kao i za napon iskazan u mV.

aziz 2.65pod
C

24,

Impedansa Zx meri se mostom sa dva izvora.
Ravnoteza mosta postignuta je za

E =10V E, =3¢V g _15ka.

Kolika je impedansa Zx?

ReSenje:

Na slici su prikazana dva naizmeni¢na izvora, kod kojih je znakom "+" obelezen tzv "vruéi"
kraj. Uobicajeno je da je jedan kraj laboratorijskih izvora uzemljen i1 da se za povezivanje
koriste koaksijalni kablovi. Uzemljavanjem spoljasnjeg provodnika se Stiti od smetnji signal
koji se prosleduje unutra$njim provodnikom.

Kada je most u ravnotezi, nema struje kroz indikator nule, pa su onda struje Is i Ix jednake.

I =
__RS

-E
Iy =—=
- L
=1 __=2
Rs  Zx

E 1100

X:_=2.RS:_3e—.15kQ
ST 10

Zy =—45-¢ % kQ =-45-[cos(-110°) + j -sin(-110°) | kQ
Z, =-4.5-[-0.342 + j-(-0.940)| kQ
Zy =154+ j-4.23)kQ



25. Za poznati napon od 1.2 V, na skali potenciometra, pri uravnoteZzenom kompenzatoru,
ocitana je vrednost 12 podeoka, a za nepoznati napon je dobijeno ocitavanje od 18 podeoka.
Koliki je mereni napon?

ReSenje:

Kada je kompenzator uravnotezen, ocitani broj podeoka je srazmeran merenom naponu.
Obelezimo sa E elektromotornu silu pomoc¢nog izvora, a sa amax maksimalni broj podeoka na
potenciometru.

Kada je na kompenzator doveden napon Ui, ravnoteza se dobija za polozaj klizaca a:.
al

Ul = E
amax
Kada je na kompenzator doveden napon Uy, ravnoteza se dobija za polozaj klizaca a.
a
amax

Eliminacijom elektromotorne sile pomo¢nog izvora E, dobijamo izraz za U..

u, =%y, -8 .12-18v
o 12
Napomena:

Nije neophodno poznavanje vrednosti elektromotorne sile pomo¢nog izvora. Vazno je samo
da se ta vrednost ne menja u toku merenja.

26. Elektromotorna sila izvora jednosmernog napona meri se prvo voltmetrom unutraSnje
otpornosti 3 kQ, a zatim kompenzatorom. Rezultati merenja su 2.5 V, odnosno 5 V. Kolika je
unutras$nja otpornost izvora?

ReSenje:

Realan naponski izvor, pored elektormotorne sile, sadrzi i unutra$nju otpornost. Usled
proticanja struje, javlja se pad napona na unutrasnjoj otpornosti i dobija manji napon nego $to
je elektromotorna sila. Da bi se izmerila ba$ elektromotorna sila, ne sme se konzumirati struja
prilikom merenja. To se postize, teoretski koris¢enjem voltmetra beskonacne otpornosti.
Nazalost, takvi voltmetri ne postoje. Druga mogucnost je koriS¢enje kompenzatora. U
trenutku ocitavanja polozaja klizata u kompenzatorskoj metodi iz izvora ne teCe struja
(indikator nule pokazuje nulu), pa je mereni napon ba$ jednak elektromotornoj sili, jer nema
pada napona na unutrasnjoj otpornosti izvora.

Ovo znaci da je vrednost dobijena kompenzatorom jednaka elektromotornoj sili. Vrednost
ofitana na voltmetru konacne unutraSnje otpornosti je napon dobijen po naponskom
otpornickom razdelniku.

_ RV
YR, +Re
R, E
Uv
3k-5

Re =2 _3k=3Kk
25



27. Metodom tri ampermetra merena je aktivna snaga i faktor snage monofaznog potrosaca.
Dobijeno je 100 W i faktor snage jednak 0.3. Kolika ¢e da bude aktivna snaga istog potroSaca
ako se izmeri 1 metodom tri voltmetra, uz koris¢enje istog izvora i istog otpornika, jednakog
modulu impedanse potrosaca? (KoriS¢eni instrumenti i izvor napona mogu se smatrati
idealnim).

ReSenje:

Posto su instrumenti idealni, mozemo ampermetre zameniti kratkim spojem, a voltmetre
otvorenom vezom. Tada dobijamo dve jednostavne Seme. Aktivna snaga je jednaka
proizvodu efektivne vrednosti (moduo kompleksnog predstavnika) napona, efektivne
vrednosti struje i faktora snage.

Metoda tri ampermetra Metoda tri voltmetra

© 4

J../p

Pa=U;-I; 'COS¢:|E|'

E
z

i P

-cos¢=§—2cos¢ Py =%

Kod metode merenja snage i1 faktora snage pomocu tri ampermetra, imamo situaciju da je
napon izvora E na krajevima impedanse Zp.

Kod metode merenja snage i faktora snage pomocu tri voltmetra imamo situaciju da napon
izvora E napaja rednu vezu otpornika R i impedanse Zp.

Faktor snage cos je osobina impedanse (definisan je odnosom aktivnog i reaktivnog dela
impedanse), pa je za impedansu Zp jednak u obe Seme.

Z, E® Z.°
Y = C0Sp = ——— Py,

2o +R 2o+

ZZ

Py = : : . 2P3A

IR+Zpcosg+ jZpsing|

2

Py == Zp P

R% + 2RZ, COS@ + Zp2 COS2 @+ Zp2sin’ g




Z 2
P
R2 +2RZ,cosp+ Zp°

P3\/_

I:)SA

Po uslovu zadatka je otpornost pomo¢nog otpornika jednaka modulu impedanse.
R=|Z,|=2,

Py = R° Pam—
¥ R?4+2R%cosp+R? ! 2+2cosp
Py =— 100 W=38W

2(1+0.3)

28. Za merenje nepoznate otpornosti Rx se koristi uravnotezeni most kao na slici. Dve grane
mosta ¢ine otporna zica duzine L=400 mm i kliza¢ koji dodiruje Zicu u jednoj tacki, kojim se
uravnotezava most. Na zici se nalazi skala X sa koje se o€itava duzina od pocetka Zice do
tacke dodira sa klizatem. Greska ocitavanja duzine sa skale je 0.2 mm. Odrediti otpornost
Ro koju treba vezati sa svake strane zice da bi sigurne granice greSke merenja Rx, usled
netacnog ocitavanja, bile ne veée od 1 %. Ukupna otpornost zice je 10 Q. Unutrasnja
otpornost indikatora N se moZze zanemariti, kao i tolerancije otpornika Ry i Ro.

ReSenje:
Uvedimo poduznu otpornost zice kao
koli¢nik otpornosti Zice i duzine L.

o ® A

Deo otpornosti potenciometra levo do
kliza¢a RL i desno od klizata Rp se onda

Ro o Y
mogu izraziti: —__]

RL = X' RZI

Rp=(L—X)-R, .

L

R
L+

E
ral

U momentu ravnoteZe mosta vazi jednakost proizvoda otpornosti naspramnih grana.
R, - (Rp +Ry) =Ry - (RL+Ry)

R(L=3) R, +RoJ= Ry (xR, +Ry)
Tada izraz za odredivanje nepoznate otpornosti dobija oblik:
CRA-x-R, +R0|_

Ry

Izraz za sigurne granice greske se dobija polazeéi od izraza za totalni izvod. Ovde nas zanima
samo greSka koja potice usled netatnog ocitavanja polozaja klizaca, pa ¢emo vrSiti
diferenciranje samo po veli€ini X.

Ry pRe xR, +RO|—l(L—x)-RZ +Ro|R
OX X-R, +R,
—RZ'-x-RZ'—RZ'-RO—L-RZ'-RZ'+x-RZ'-RZ'—RO-RZ'AX
[x-RZ'+RO]2

Z AX




-R, -R,-L-R, ‘R, RORZA_R ~-2-R, -R,-L-R, -R,

Ako predemo na apsolutne vrednosti 1 napravimo izraz za relatlvne granice greske, imacemo:
ARX X-R;, +R, -2-R, ‘Ry—L-R; -R,
R, Z_ AX
Rx l('— X)-R; +R0J [X-RZ +R0]Z
ARy|_| 2-R,-Ry+L-R, R, |
Ry | xR, +R01(L X)-R, +Ro)

Problem je Sto relativno iskazane granice greske zavise od polozaja klizaca X. Treba pronaci
za koji polozaj klizaca je greSka najveca, pa odrediti vrednost Ro tako da 1 najveca greska ne
bude vecéa od definisane vrednosti u tekstu zadatka.

Otpornost Ro se dodaje da bi se ogranicila greSka merenja koja se dobija kad je klizac pri
kraju potenciometra. Iz ovoga se moze zakljuciti da se najveca greska dobija pri Xx=0 i x=L.
Egzaktan matematicki pristup reSavanju zadatka bi zahtevao analizu funkcije u zavisnosti od
vrednosti x i dalje reéavanj € za ono X koje daje najvecu relativnu gresku.

ARy |2:R Ro+L-R, R, || 2-R, - RO+RZ.RZ'||AX|
Rx max,x=0li x=L Rol_'— Rz + RoJ ‘ RO[RZ + Ro] ‘
ARy IR ~[2-R0+RZ]||AX|
RX max,x=0ili x=L RO[RZ + RO] ‘
Izjedna¢imo desnu strani izraza sa greSkom koja je data tekstom zadatka 1 %=1/100.
RZ'-[z-RO+RZ]| |=L
Ro[R; + Ry ] 100

100- { - [2-R,+R ]}|Ax| Ro[R, + R, ]

100-R, -[2-Ry+R,]-2-10* =0.4-Ry[R, +R, |
R, -[2-Ry + Ry ]=20-Ry[R; + Ro]
Ry(2-R,)+R, -R, =Ry(20-R, )+20-R,
20-R,”+18-R, -R,—R,” =0
20-R,” +180-R,-100=0
—180++/180% —4- 20 - (~100)

R, =
0.2 2-20
Negativno reSenje se odbacuje kao besmisleno.

=0.52Q

29. Kapacitivnost kondenzatora C se meri Ul metodom, strujnim spojem. Ampermetar ima
unutra$nju otpornost koja je N=7 puta manja od impedanse kondenzatora C, a voltmetar ima
unutras$nju otpornost N puta vecu od impedanse kondenzatora C. Odrediti vrednost
sistematske greSke merenja koja nastaje usled konac¢nih otpornosti instrumenata. Koristi se
izvor prostoperiodi¢nog napona amplitude 12 V, frekvencije 60 Hz.

Resenje:



Kod merenja Ul metodom, strujnim spojem, sistematska greSka nastaje zbog konacne
otpornosti ampermetra, zbog ¢ega voltmetar meri napon na rednoj vezi ampermetra i
kondenzatora. Deljenjem ocitanih vrednosti na voltmetru i ampermentru se dobija merena
vrednost koja predstavlja moduo redne veze unutrasnje otpornosti ampermetra i impedanse
kondenzatora.

N S |_[i®-Cag-Ra+1_ Y1+ (@ Cyo -RyY
mer @-Crer | A jw'ctac‘ ‘ jo-Cye ‘ ®-Cye
Cmer: 1
Ceac \/1+(a)'ctac . RA)2
F%:M-looz[ﬁ—l}loo

tac tac

1
T, = ~1/-100
[\/l+(w’ctac'RA)2 J

Po tekstu zadatka imamo da je otpornost ampermetra sedam puta manja od impedanse
kondenzatora.

1 1
R,==
AT 7w-C

= Rp-0-Cy :1
tac 7

r%[;_l].loo
1+ Y7y

I, =—1.01%

30. Moduo impedanse monofaznog potrosaca sa faktorom snage 0.5 izmeren je Ul metodom,
naponskim spojem, pri ¢emu su instrumenti pokazali 10 V i 10 mA. Odrediti apsolutnu
gresku merenja vrednosti modula impedanse ako se zanemari unutrasnja otpornost voltmetra
Rv=4 kQ.

ReSenje:

Kod Ul metode, naponski spoj, greska nastaje usled konacne otpornosti voltmetra, zbog cega
ampermetar meri struju kroz paralelnu vezu unutrasnje otpornosti voltmetra i impedanse.
Koli¢nik oc¢itanih pokazivanja voltmetra i ampermetra predstavlja moduo paralelne veze
unutra$nje otpornosti voltmetra i merene impedanse.

E:‘RV"Z‘JRV'ZL R -Z _ R, -Z _ R, -Z
I - ‘RV+Z‘ |RV+Z| |RV+Z.cosgo+j.z.sin(p| \/(RVJFZ,COW)ZJF(Z'SM(D)Z

U R, -Z R, -Z

7= Lmer = 2 2 2 2\ 2 2
' \/RV +2-R,-Z-cosp+Z -(cos @+sin (p) \/RV +2-R,-Z-cosp+Z

Ako prethodni izraz kvadriramo i sredimo dobijamo izraz:

) 2 !2_ 2 52
(RV +2-R,-Z-cosp+7Z ) I =R,"-Z

(16-10° + 4-10°7 + 22)-10° =16.10° - 2°
16-10° +4-10°Z + 2% =16-72



15.72%+7(-4-10*)-16-10° =0
_ 4.10% ++16-10° + 4-15.16-10° _ 4-10° +4-10°V1+60 _ 4-103(

Z, 1+7.810)=1.175kQ
' 2-15 30

Zoner = UT —1kQ

=2 e —Zpe =1kQ—1.175 kQ

I'=-175Q

31. Metodom tri voltmetra izmerena je aktivna snaga induktivnog potrosaca ciji je faktor
snage poznat i iznosi 0.4. Odrediti sistematsku gresku merenja ako voltmetar kojim se meri
napon paralelno potroSacu nije idealan, ve¢ ima unutrasnju otpornost 45 puta ve¢u od modula
impedanse potroSaca. Ostala dva voltmetra smatrati idealnim. Ulazni napon je mrezni -
230V, 50 Hz.

ReSenje:

Ovde se spominje metoda tri voltmetra, kao jedna od metoda za merenje snage potroSaca.
Nisu data pokazivanja voltmetara, nego je samo reCeno da problem nastaje zbog konacne
otpornosti voltmetra koji je paralelno vezan samoj impedansi. Problem ¢e biti reSavan
razmatranjem koja snaga se dobija (merena vrednost snage Pmer) U 0dnosu na snagu koja nas
interesuje Piwac. Merena vrednost snage je algebarski zbir snage koja nas interesuje (Ptac) i
snage koja se javlja na unutras$njoj otpornosti voltmetra.

u? U u?
Pmer:Ptac"'PV’ PV:_! PtaC=U-|~COS(p=U-2-COS(o — Ptac:7~COS¢
2 2
Pmer=U—'COS¢+U—=U2 M_Fi =U2(w+L)
Z R, Z 'R Z 457

Uz(cow+ 1 J 2(003(0 1 _COS([)]
r%z[Pmef—lj-looz Z_B2) 4]100-= Z Bz Z )l

Plc UZ(COWJ Uz(cow]
Z VA
1
2]
r,=| 452/ 149100
Uz(COW) 45-cos g
Z

I, =5.55%

32. Odrediti greSku merenja kapacitivnosti elektrolitskog kondenzatora Ul metodom, ako se
ne vodi racuna da je umesto Cisto sinusnog napona amplitude A:; koriSten napon oblika
u(t)=Assin(w1it)+Azsin(w2t). Ampermetar i voltmetar su sa mekim gvozdem. A1=6V, Az
iznosi 15 % od A1, w2=3w1, f1=60 Hz.

Resenje:



Imamo slozenoperiodi¢ni napon kao pobudu: napon se sastoji od osnovnog harmonika
uCestanosti w1 1 treéeg harmonika (na ucestanosti tri puta ve¢oj od osnovne w>=3w1).
Sistematska greska nastaje ako pokazivanja instrumenata tumacimo kao efektivnu vrednost
prostoperiodiénog napona i struje, pri tome koriste¢i formulu koja vazi samo u
prostoperiodio¢nom rezimu na ucestanosti ws.

1 Uy
XCmer: .C = Ie

Najopstija formula koja povezuje napon i struju na kondenzatoru je diferencijalni izraz.
i dug (t
Ic t)= Ctac g'[( )

Posto je poznat napon na krajevima kondenzatora, mozemo odrediti vremenski oblik struje
kroz kondenzator.

ic (t) = Cpe % {A sin(at) +0.15A sin(3at) }

ic (t) = Cipc {A - @, cOS(et) +0.15- A - 3- e cos(3eat) }

ic (t) = Cpc - A - @ {cos(at) + 0.45c0s(3mt) }

Oba instrumenta su sa mekim gvozdem, $to znaci da mere efektivnu vrednost. Potrebno je
odrediti efektivnhu vrednost napona i efektivnu vrednost struje, na osnovu vremenskih
zavisnosti.

Ovde se moze racunati efektivna vrednost po definiciji, ali je mnogo lakse koristiti formulu
koja se odnosi na sloZzenoperiodicne talasne oblike: efektivna vrednost sloZenoperiodi¢nog
talasnog oblika je jednaka kvadrathom korenu iz sume kvadrata efektivnih vrednosti
harmonika.

R GRS CIEE R CIRC
U, =A-0.715

mer ef

_ 2 2 _ M ? [0.45-CtaC.Ai.le2 _ N \/(if (%T
e \/(Ilef) +(I3ef) \/[ J2 j + 2 Cac " A 2 + 2
let =Crac - A @ - 0.775

Posto smo vodili raCuna o harmonicima, sada moZzemo da napiSemo ispravan izraz za
koli¢nik oc€itanih vrednosti napona i struje.

Ug  A-0715 1
It Ctac -A&-a)l~0.775 Ctac ~a)l-1.084

L 1 o Crergom
Ctac " -1.084 - Cmer Ctac

Sada mozemo napisati izraz za relativnu greSku merenja.
C
I, =100~(ﬂ —lj

tac
I, =100-(1.084-1)=8.4%

33. Kompenzator prikazan na slici je uravnoteZzen za napon En pri polozaju klizaca
an=400 podeoka, dok je za nepoznatu EMS ravnoteza postignuta pri oax=200 podeoka.
Potenciometar ima omax=500 podeoka (kada je kliza¢ u skroz gornjem polozaju). Kada se



kliza¢, u polozaju prekidaca (2), postavi na a2=210 podeoka, kroz indikator nule protice
struja 3mA. Kolika je unutrasnja otpornost izvora Ex? Up je idealan naponski izvor.
Rn=15 Q, Rp=100 Q, En=10 V, Rma=15 Q.

ReSenje:

Osnovna namena kompenzatora je za j
odredivanje elektromotorne sile.

PodeSavanjem klizata potenciometra se
obezbeduje da kroz kolo ne teCe struja
(kada indikator nule pokazuje nulu), pa se —
izbegava uticaj unutrasnje otpornosti
izvora.

size

Vazi proporcionalnost elektromotornih sila Ey, RI .[[:'_r, Ry
i polozaja klizata pri uravnoteZenom T

kompenzatoru.

E 200 pod

Ex ay ay 400 pod

Mozemo odrediti i napon pomoc¢ne baterije.

UM —E, = U,=E,Zmx — y, =125V

Omax ay
U ovom zadatku je data jedna dodatna mogucnost, a to je odredivanje unutraSnje otpornosti
izvora. Kompenzator se namerno razdesi, pusti se da kroz kolo tece struja, koja se meri
indikatorom nule. Zbog proticanja struje sada se javlja pad napona na unutra$njoj otpornosti.
U ovom drugom slu¢aju Sema izgleda kao na slici. Na drugoj slici je data ekvivalentna Sema.

| (R~ 1) e R
R m . - Rm
X X/

Uy
> ’ E |
(@ )/ ) R —_ T i
Ex R Tex &
T
Elementi ekvivalentne $eme se izracunavaju po slede¢im formulama.
/ R
E, _ (/0 )Ry U, = (e ]ty )-Up = 220 pod155v = E =525V
Ro 500 pod

210-100||290-100
Re = {(@a 1 ) Ro [ (e = 2) s e == I 500

=42[58 = R, =24.36Q

Sada je jednostavno napisati izraz za struju koja tece kroz kolo, a koju meri indikator nule.
E--E
l=—T X _-3mA
Ry + Ry + Ry
|

Rx :f_RT_RmA



25V -500V
RX:5 > >.00 -24.36QQ-15Q
3mA
Ry =44 Q
34.
I

Promenljivim kliznim otpornikom podeSava se struja u 0
kolu sa slike, u opsegu (0.1-1.0) A, u koracima ne ve¢im Rp R
od 5 mA. Kolika mora biti duzina kliznog otpornika ako je
po jednom centimetru njegove duzine namotano 10
zavojaka otporne Zice? Nonax I

N E
ReSenje:

Struja u kolu je definisana izrazom, pri ¢emu je N broj aktivnih navojaka (onih kroz koje tece
struja) u skladu sa polozajem klizac¢a u odnosu na osu.

| = E
R+LRP

max
Vazne su nam najmanja i najvecéa vrednost struje.
E E

| =1y = = =0.1A
min ‘N—Nmax R + Nmax RP R+RP
Nmax
E E
Imax:||N=O:—0:E:1'OA
R+—Rp
max
Koli¢nik ova dva izraza nam daje korisnu formulu.
E
Imax_l'OA_lo_ R _R+Rp
lhin  0.1A E R
R+Rp
R+R, =10-R

Rp =9-R
Nas interesuje kolika se promena struje dobija za minimalnu promenu broja N. Posto N
predstavlja broj zavojaka, re€ je o prirodnom broju i najmanja promena je 4AN=1.

Al:ﬂAN:— E zi R+ N Rp |AN
oN N oN N
R+ Rp
Nmax
Al =— E Re AN

2
N
{R+N RP} e

Nmax



E Rp

2
N
{RJFN RP} e

max

AI|AN:1:_

Gornji izraz nam pokazuje da promena struje zavisi od polozaja klizaca, odnosno od aktivnog
broja zavojaka. Najveca promena struje se dobija kad je N=0, i ¢ak i u tom slu¢aju promena
struje ne sme biti veca od zadate vrednosti od 5 mA.
E R E R

2 P = —2 P < 5 mA
:| Nmax R Nmax

|AI‘AN:1,N=O| =

N

Izraz je napisan po apsolutnoj vrednosti. Znak minus ispred je oznacavao da sa porastom N
dolazi do opadanja struje I.

{R+RP

max

ER 1 1
|AI‘AN—1N ol = RR N max 9'N—35mA
max
max= —'é”r?rxl'Ag =1800

Posto na jedan centimetar moze da se namota 10 zavojaka, sledi da je za 1800 zavojaka
potrebna duzina potenciometra od 180 cm.

35.

Otpornost Rx se meri Vitstonovim mostom prikazanim

na slici. Kolika je osetljivost u blizini ravnoteznog y %“
stanja? Most je napajan iz idealnog naponskog izvora

E=10 V. R=1 kQ, a unutrasnja otpornost indikatora nule —

je Rn=120 Q.

ReSenje:

Primenom Tevenenove teoreme za deo mosta iz kojeg je izuzet indikator nule, dobijaju se
ekvivalentni elementi Et i Rr.

10R E_ 10R

R+10R R, +10R

Most je u ravnotezi kada je Rx=R. Kada je most razdeSen, obelezi¢emo vrednost merene
otpornosti Rx=R+4R.
10R E 10R E_ 10R-(11R+AR)-10R- (11R) 10R- AR

R+10R ~ R+AR+10R 11R- (11R + AR) "1IR-(11IR+ AR)

U sumi se moze zanemariti prirastaj otpornosti AR u odnosu na vrednost R, pa se dobija vrlo
priblizan izraz.

10R-AR _ _ _10-AR
11R-(11IR+AR)  121R

T:

T:

T:



Tevenenovu otpornost odredujemo kada isklju¢imo nezavisan naposnki izvor (zamenimo ga
kratkim spojem). Tada dva leva otpornika ¢ine jednu paralelnu vezu, a donja desna otpornika
drugu paralelnu vezu. Ove dve grupe su redno vezane.

Rr =[R|(OR)]+[Ry |(L0R) ]
Rr =[R|QOR) |+ [(R+ AR)|(20R)]

R-10R 20
R: =|R|(10R R||(10R)|=2 =—
r ~[Rlaor)l+ [Rjaory]=2_— o =7
Izraz za struju kroz indikator nule je definisan izrazom.
10-AR
E E
|, =— 1 _121R
RetRy g4 R,
11
10 . 10 v
Iy _ 121R — _ 121.1kQ —426%
AR 20 ~ 20 B

ZR+R, = 1kQ+-1200
11 11

36. Za merenje jednosmerene struje na raspolaganju je milivoltmetar unutras$nje otpornosti od
1.5Q,1i8antza 12 A1 60 mV. Kolika procentualna sistematska greSka merenja nastaje ako se
zanemari ¢injenica da unutrasnja otpornost milivoltmetra nije neogranic¢eno velika?

ReSenje:
Ukoliko ne vodimo racuna o kona¢noj unutra$njoj otpornosti primenjenog mV-metra, struju
mozemo izraziti na osnovu poznavanja otpora Santa Rs 1 o¢itanog napona Umy. To nece biti
tatna vrednost struje (bi¢e merena vrednost struje), jer sadrzi greSku usled zanemarivnja
otpornosti mV-metra.
| _ UmV
mer — RS
Otpornost Santa je data na osnovu struje za koju je napravljen 1 napona koji pri toj struji daje.
U 60mv
=—= =5mQ

L 12A
Da bismo dobili tacnu vrednost struje, potrebno je uzeti u obzir kona¢nu otpornost mV-metra.
Stuja koju merimo proti¢e kroz paralelnu vezu otpornosti $anta i otpornosti mV-metra, pa je
izraz za tacnu vrednost struje dat izrazom:

| — UmV — UmV
e Rs”RmV m
R, + Ry
Relativna greska je data izrazom:
ULV UmV
Ih, =100- Dmer g |_100.| — R _1|-100. R, _1|=100| —Fmv 4
tac U¢ UmV (Rs + Rmv) F\’s + Rmv
RRy Re-Roy
L Rs + RmV




1.5Q

I, =100 — ==
15Q+5mQ

—1} =-0.33%

37. Za merenje impedanse upotrebljeni su ampermetar, voltmetar i vatmetar (voltmetar i
naponsko kolo vatmetra prikljuc¢eni na krajeve merene impedanse). Njihova pokazivanja su
50 mA, 10V i 0.4 W. Odrediti sistematsku greSsku merenja modula impedanse, ako se
zanemari Cinjenica da otpornost naponskog kola vatmetra i otpornost voltmetra nisu
neogranic¢eno velike ve¢ iznose po 3 k€, svaka.

ReSenje:
Ako zanemarimo unutra$nje otpornosti instrumenata, onda je koli¢nik napona i struje jednak
modulu impedanse. Zbog zanemarivanja, ovo nece biti tacna, nego ¢e biti merena vrednost.

2 =91V 000
| 50 mA

Koli¢nik napona i struje ¢e biti moduo impedanse koju predstavljaju paralelna veza: a)
unutra$nje otpornosti voltmetra, b) otpornosti naponskih krajeva vatmetra i ¢) impedanse.

Y (R IR 2ec) (R [2a)]: R =RR, =25k

Da bismo odredili ta¢nu vrednost modula impedanse, potrebno je napraviti koli¢nik napona
na krajevima impedanse 1 struje koja tee kroz impedansu. Ovde nastaje sistematska greska,
posto ampermetar ne meri struju kroz impedansu, nego meri struju kroz paralelnu vezu.

UZ U 1 s
tac — , .
I, 1,

A m
l:I_Z+_IVW /./‘{_ :
Na osnovu aktivne snage P, napona U i struje I, se [ o ; /By T

v LR ooy ~
moze odrediti faktor snage paralelne veze. S / =
i -\i‘ /\’f //../
COS (pm = .l\‘-/ '/L_// I
) I Vflrn 4.//"//
P 0 /if{
¢, =arccos A =36.87

Struja lvw je u fazi sa naponom U. Vrednost ove struje mozemo odrediti na osnovu
poznavanja napona U i otpornosti Rvw.

U 10V
lhw=—"=—"—=6.67TmMA

Rw 1.5kQ
Za trougao, Cije stranice Cine struje na fazorskom dijagramu, se moZe napisati izraz po
kosinusnoj teoremi, koriS¢enjem poznatog ugla gm. Drugi nacin je da se napiSe Pitagorina
teorema za "veci" pravougli trougao.
(1-AY +B*=1,°
Pomoc¢ne vrednosti A i B se mogu odrediti iz "manjeg" pravouglog trougla, preko duzine lyw i
ugla gm.
A=cosg, Ly,  B=sing, -l

(1 —cos g - by J* +6in gy - how ' = 1,°

12—2-1- 1, -C0S @, +C08% @, - by, ” +5in% @y - by * = 1,2



12221 Ly 08 @y + b2 - (COS o +5in% gy )= 1,7

2 2,2

l, :\/|2—2-| Ny - COS @ + :\/0.052—2-0.05-0.0067-10 5

LU IOV g
|, 44.85mA

Relativno iskazana sistematska greska se racuna po izrazu:

I,, =100- ﬂ_l =100- %_
2230

tac

j =-10.3%

0.4

+0.0067% =44.85 mA
05

38. Aktivna snaga potrosaca meri se metodom tri voltmetra. Kolike su procentualne sigurne
granice greSke merenja ako su pokazivanja voltmetara 15V, 10V i 10V a procentualne
sigurne granice greSke merenih napona i dodatnog otpornika su jednake i iznose 0.5 %.

ReSenje:

Polazimo od izraza po kojem se ra¢una indirektno odredena veli¢ina (u ovom slucaju: aktivna
snaga) na osnovu merenih veli¢ina (ovde su to tri napona). Potom treba diferencirati ovaj

izraz po svakoj veli¢ini ¢ija greska se postize.

2-R
APZEAUN-EAUO—FEAU—I-@AR
ou, U, ouU &R
. ., 2 (12 )2
AP:[2 Ul}AUl{ ZUO}AUO{—ZU}AU + 2= 2U AR
2.R 2-R 2-R -2-R
~ B 2 (12 112
4P| <[ AU+ =0 AU+ = au 4 P D ap
R R R -2-R
~ B 2 112 42
AP . 2R2 5 ﬂAU1+—U0AU0"’_UAU“"U1 o 2U AR
Pl U’-U2-U?|IR R R —2:R
2 112 412
AP : 22 a U, AU, +Ug AUy +U -AU + oL —J0 “U7 AR
AP— 2 22 2 U12'AU1+U02'—AUO+U2-& +A—R
Pl U?-Uy’-U U Uo ujJ R
AP 2
— <

»] % - U12 _UOZ

APF 2
P, 15°-10%-10?

2 Ulz.{A_Ulj U(&J ot (A2 (&)
-U U]_ % UO % U % R %

Relativne greske merenja sva tri napona i za dodatnu otpornost u zadatku iznose 0.5 %.

f152.0.5%+102-0.5%+10% -0.5 %]+ 0.5 %



AP

<17.5%

%

39. Za merenje struje na raspolaganju je milivoltmetar dometa 60 mV, klase ta¢nosti 1.0 i
unutrasnje otpornosti od (6+0.03) Q, i Sant za 60 A 1 60 mV, klase tac¢nosti 0.5. Kolike su
sigurne granice greske merenja struje od priblizno 20 A?

ReSenje:
Milivoltmetar meri napon na paralelnoj vezi otpornosti Santa i sopstvene unutrasnje
otpornosti.

R.-R
U.o=1-(RIR.,)=1] s "mv
mV ( s” mV) R3+Rmv
I =U,, m
Rs'RmV
I [ |
oU .y oR, R
Al = R +RmV AUmV Umvl Rs'RmV _(Rs+§mV)RmV ARS+UmV 1'R5'Rmv _(Rs-"szV)R
R RmV (RS'RmV) (Rs'RmV
R, +R R’ -R?
Al=—""WAY +U ,——™ AR +U ,——35 AR
R RmV ™ ™ (Rs ’ RmV )2 ) ™ (Rs ’ RmV )2 ™
2 2
A_Igl mAUmV+UmVL\/2ARS+U —R ARy
I I'|| Ry Ry (Rs'RmV) (Rs'RmV)
Al R+ Roy | Wiy g [ U e
1”1 || Ry Ry \Rs Ry

Napon koji pokazuje milivoltmetar pri struji od 20 A odredujemo po izrazu:

Upy =15 Rav g p, O2AMD 19 967 1y 2 20mv
R, + Ry 6 Q+1mQ
All 100 |1mQ+6Q mV+|20mV2_0.51mQ| |20mV 0030
I, ~20A|[Im2 60 tmaf 100|602
Al 100

—| <——{0.6001+0.1+0.00000166}
20 A

| log

—| <3.5%

| los

40. Na voltmetar sa kretnim kalemom, opsega 20 V, i dvostranim ispravljacem, bazdarenim
da pokazuje amplitudu prostoperiodi¢nog napona, prikljucen je izvor napona pravougaonog
talasnog oblika, periode 52.5 s, i unutrasnje otpornosti 3.0 kQ. Izmerena je vrednost od 15 V.

= AR,



Kolika je efektivna vrednost ulaznog signala? Voltmetar ima karakteristicnu unutraSnju
otpornost od 150 Q/V.

ReSenje:

Ovde imamo vrlo "neobican" instrument: a) bazdaren je da pokazuje amplitudu (uglavnom su
instrumenti bazdareni da pokazuju efektivnu vrednost naizmenic¢nih signala), b) instrument
(ali 1 izvor) ima unutra$nju otpornost, i ¢) na instrument se dovodi signal velike periode (vrlo
male frekvencije).

Voltmetar sa kretnim kalemom 1 dvostranim ispravljaem koji je bazdaren da pokazuje
amplitudu prostoperiodicnog napona, radi tri stvari: i) dvostrano ispravlja prostoperiodicni
napon, ii) nalazi srednju vrednost dvostrano ispravljenog napona i iii) mnozi konstantom tako
oderedenom da dobije pokazivanje jednako amplitudi.

TI2
2 TI2

1e,, 2 . U,
U=K -?yum sin(at)|dt = K = {um sin(wt)dt = K ~?-[—?jcos(a)t)|o

:K-g- _Yn [cos(z_r—”TE)—cosO}:ZKUm =U,

T

Dakle, ovaj instrument mnozi srednju vrednost faktorom m/2 da bi otklon bio srazmeran
amplitudi napona.

Sada se na ovaj instrument, umesto o¢ekivanog prostoperiodicnog napona dovoljno velike
frekvencije, dovodi pravougaoni napon, vrlo duge periode. Zbog dvostranog ispravljaca,
voltmetar ¢e "videti" stalno pozitivan napon jednak amplitudi. Instrument skrece srazmerno
trenutnoj vrednosti (ovde je to konstantna vrednost), ali jo§ 1 mnozi konstantom /2, te dobija
pokazivanje od navedenih 15 V.
15v="U = U=V _gz5y

2 T
Ovde bi bio kraj zadatka, da nema komplikacije sa postojanjem unutras$nje otpornosti izvora i
unutras$nje otpornosti instrumenta. U ovom posebnom slu¢aju, instrument meri napon koji je
definisan otpornickim razdelnikom napona.
U, R, (20V-150Q/V) 1

= = :_U
R +Rpy 2 (20v-150Q/V)+3ka & 2%

Zbog prisustva unutrasnje otpornosti instrumenta i izvora, dobijamo da voltmetar "vidi" upola
manji napon. To znaci da dobijeni rezultat, ono Sto smo odredili da je amplituda, ustvari treba
pomnoziti sa 2. Kona¢no, amplituda pravougaonog napona iznosi 19.10 V. U zadatku se
trazi efektivna vrednost ulaznog napona. Za pravougaoni talasni oblik znamo da je efektivna
vrednost jednaka maplitudi, pa efektivna vrednost iznosi 19.10 V.

41. Otpornost se meri Ul metodom, naponskim spojem. Odrediti vrednost otpornosti i mernu
nesigurnost, ako su upotrebljeni instrumenti:

e voltmetar opsega 6 V, klase tacnosti 1, koji ima unutrasnju otpornost (6000+12) Q,

e ampermetar opsega 12 mA, klase tacnosti 1.
Ocitane vrednosti su 10 MA 16 V.



ReSenje:
Ukoliko bismo, po Omovom zakonu, napravili koli¢nik ocitanog napona i struje, napravili
bismo sistematsku gresku usled zanemarivanja kona¢ne otpornosti voltmetra.

UT:600Q

Prvo moramo otkloniti uticaj sistematske greske.
R, - .
U_RR g RY 670

| R +R, "R, 1-U
Da bismo odredili mernu nesigurnost, treba odrediti parcijalne izvode po uticajnim
veli¢inama (koeficijente osetljivosti Cu, Ci, Cry). Ovde su to pokazivanja instrumenata U i I, i

unutras$nja otpornost voltmetra Ry.

Ry R (R -1-U)-(R,-U)-D) _ R’

ou (R, -1-UY NOREY)
Ry __ R-UNR _ RZU
a  (R1-UF  (RI-UF
Ry U-(R-1-U)-(R,-U)I _ U? _c
R, (R, -1-UY R -1-Uf

Za date vrednosti U, | i Ry, koeficijenti osetljivosti imaju sledece vrednosti.

Q Q
C,=123—, C,=-741——, Cg,, =
v v mA’ TRV
Sada je potrebno odrediti standardne merne nesigurnosti izmerenih i saopStenih veliéina.
Posto nemamo nikakve informacije o obliku raspodele greSaka, smatratemo za sve tri

veliCine da je u pitanju uniformna raspodela.

_ 103 M
19

kL, 1

U =BV
. _Max|AU] 100 "M 100 T o g iy
NG V3 V3

K, 1

Moy S 12mA
L BT T NP
BB 3

max|AR,| 12Q

Uy = 122 630
AN J3

Kombinovana merna nesigurnost je definisana izrazom:
2 2
Ury :\/[CU 'UU] +[C| 'Ul] +lCR\/ 'UR\,JZ

2 2 2
Uy = 1239-34.6 mV | + —74.13-69.3uA + —12.3@-6.9%2
X V mA Q

Up, =+18.110% +26.36 Q +0.007 O =6.67Q

Procentualno iskazana kombinovana merna nesigurnost se dobija po slede¢oj formuli.

u
Ug, o =%~100=1%

X



42. Ulazna impedansa elektrodinamickog voltmetra moze da se predstavi rednom vezom
otpornika od 5.0 kQ i kalema induktivnosti 0.20 H. Voltmetar je, u jednosmernom rezimu
rada, podesen tako da na gornjoj granici mernog opsega greSka merenja bude jednaka nuli.
Kolika ¢e biti greska merenja na gornjoj granici mernog opsega ako se meri naizmeni¢ni
napon frekvencije 500 Hz?

ReSenje:

Elektrodinamicki voltmetar skre¢e srazmerno kvadratu struje koja teCe kroz njegove
namotaje. U jednosmernom rezimu nema uticaja induktivnosti, tako da je struja odredena
koli¢nikom dovedenog napona i otpornosti voltmetra.

2
|=9, a=K-1?=K- Ej
R R
U jednosmernom rezimu je izvrSeno podeSavanje na gornjoj granici opsega: kada je je
jednosmerni napon jednak opsegu, onda se dobija maksimalan otklon.

2 2
U R
a :K-(Mj = K=a (—J
max R max Umax

Kada se na ovaj voltmetar dovede naizmeni¢ni napon, do izraZaja dolazi i induktivnost
namotaja. Tada, umesto otpornosti, imamo unutrasnju impedansu voltmetra.

Z, =R+ jolL

Struja koja protic¢e kroz instrument je jednaka koli¢niku napona i impedanse.
YU T b U
- R+jal| |R+jol] \/(R)z +(wLY

Z, R+jal
Sada ¢e otklon kazaljke instrumenta biti dat izrazom:
2

2
R ] U

2 2
max \/ (R) + (a)L)
U naizmeni¢nom slucaju, kada je napon na ulazu jednak dometu, ne¢emo dobiti maksimalan

otklon kazaljke (atac), Nnego manji (amer), jer je impedansa uveéana zbog uticaja induktivnosti,
pa je struja manja.

a:K-Izzamax(U

2
R U e R?

2
aal"‘(uJ \JRP+ (ol ) ™ RP+{olF

Relativna greSka koja se javlja u ovom slucaju je data izrazom:

R2
Umax (52 (.4 2 2
Ty, =100 Smer 1 |=100- (RY +(eL) _1]_10p. —_2(“"-) .
Qiac max (R) +(a)L)
I, =100- - =-1.55%




43. Induktivnost kalema merena je ampermetrom opsega 10 mA, voltmetrom opsega 100 V i
vatmetrom sa opsezima 10 mA i 100 V, nalinjenog za faktor snage 0.2. Klase ta¢nosti
upotrebljenih instrumenata su 1.5. Izmerene su vrednosti od 10 mA, 50 Vi 0.1 W. Kolike su
sigurne granice greske merenja induktivnosti kalema?

ReSenje:
Reaktivna energija koja se razvija na induktivnosti se moze odrediti merenjem snage, napona
i struje.

Y
uIy-p? = LZEM
@

Treba odrediti totalni izvod izraza za induktivnost po veli¢inama koje u sebi sadrze gresku.
oL oL oL

AL==AU+Z A1+ AP

U a -~ oP
i:l(lj 0l 1Y
U  o\2)12JuIZ-p? @I} -P?

U2 o 201-U - 12-41(ur? -p?)
JUIY -P?.2I o

oL 1 2JUIP-P? 1 2JUIY

ER 4 o 14
201-U 12— 41{(UI - P?)

oL 1 2J(UIY 12023 - 4U 4 4IP?

a )

214 (U1 - P2
oL _1 2P*-U’?

o o N ;

oL 1(1) 2P _1 P

P w22 Jup-p? @12 JuIp-p?

Maksimalne greske koje mogu da se dese na instrumentima su definisane klasom tacnosti 1
opsegom merenja.

AU:%UMX iloiloov 15V
AI:% max 110%10mA 0.15mA

k k 1.5
AP:%PW 1é’(v__)UWrnaxl\,VmaX 0.2= mloov 10mA-0.2=3mwW
Sigurne granice greske podrazumevaju zbir apsolutnih vrednosti sabiraka.
|AL|< |1 2Pt u2|2 1;@

w/Ul)2 a’ISW/UI)Z @12 JUIY - P?

AL |2 N 2P% - U2|2 1 P
ALl o AI 1= AP
|'—| Jon) W|3 Juig-r2 | |lo1zju
AL | U- | 2F>2 U2|2 )
- = 2_ 2 3 I Al + ﬁAP
L |(U|) P || (LY - U1 -p




AL | UZ? AU|+|2P2—U2I2‘A_I| P2 AP|

L |wyf-P* U | [(UIf-P? LIy -p? P

AL 1 2,2 AU 2 (122 2 AP
Ry L S e

Al L 2{5020012 15‘ hz 0.12 50 0012\ 0.15 ‘ 0.12. 0003‘}
L| 0.1°-(50-0.01)

A—LL < 4.166-{0.0075| +/0.00345 +/0.0003

AT 0.0469

L

AL

<4.69 %

%

44. Aktivna snaga induktivnog potrosaca, faktora snage manjeg od 0.5, meri se Aronovim
spojem. Odrediti sigurne granice greSke merenja snage ako prvi vatmetar pokazuje
Pw1=20 W, a drugi Pw2=16.25 W. Klase ta¢nosti vatmetara su: klw1=0.5 i klw2=1.0. Opsezi
vatmetara su: Uwimax=500 V, lwimax=0.5 A, cospwimax=0.3, Uw2max=600 V, lwomax=0.25 A i
cospwamax=0.2.

ReSenje:

Ukupna aktivna snaga na osnovu merenja Aronovim spojem je jednaka zbiru (kada je faktor
snage veci od 0.5), odnosno razlici pokazivanja dva vatmetra (kada je faktor snage manji od
0.5).

R, =R-P,=20W-16.25W=3.75W

Sigurne granice greske se odreduju polazec¢i od totalnog izvoda.

AR, < | AR+ | R AR (1. ARy +|-1- ARy =[P + AP
E: oP,
Maksimalna vrednost apsolutne greske vatmetra je definisana klasom tac¢nosti 1 opsegom
instrumenta.
kly, klNl 0.5
AR = 100 Rvimax = 100 U 1 " Wimay " COS Py ay :RSOOV 0.5A.0.3=0.375W
kly klN2 1.0
AP, = 100 Rv2max = 100 U 2100 - W 2rmax “ COS P 2,11 ZEGOOV 0.25A-0.2=0.3W
|APU| < |APl| +|AP2| =0.3715W+0.3W=0.675W
AR £100~M=18%
) log 3.75 W

lako se u zadatku koriste instrumenti pristojne klase tacnosti (0.5 1 1.0) rezultat ima sigurne

granice greSke od 18 %! Ovako velika vrednost poti¢e od dobijanja rezultata oduzimanjem



pribliznih vrednosti. Ukoliko je razlika reda veli¢ine samih greska instrumenata, za sigurne

granice greske se dobija neocekivano velika vrednost!

45. Kapacitivnost elektrolitskog kondenzatora meri se U/l metodom. Paralelno merenom
kondenzatoru nalazi se redna veza voltmetra i kondenzatora dovoljno velike kapacitivnosti.
Na miliampermetru 1 voltmetru su ocitane vrednosti 10 mA i1 0.63 V. Kolika sistematska
greSka merenja kapacitivnosti nastaje ako se ne vodi racuna o tome da je unutra$nja otpornost
voltmetra konac¢na i da iznosi 1 kQ?

ReSenje:
Ovde nastaje problem zbog toga §to se meri i komponenta struje kroz unutrasnju otpornost
voltmetra. Ukoliko to zanemarimo, onda ¢emo deljenjem ocitanih vrednosti napona i struje

dobiti merenu vrednost impedanse kondenzatora.
U ‘ 1 | |

| |jo-Cher| @-Cper " w-U

Ako uzmemo u obzir i unutraSnju otpornost voltmetra, dobi¢emo tanu vrednost
kapacitivnosti.

1 1 1
R, - R |- R, -
v - 10-Ciye =| |Jw'ctac _ Cac _ 1
1 2 .
J tac ja)-CtaC \ a)'ctac




tac —
u
I
1 1
r%::100-{£i2£—4}::100- @YU ~1|=100- ©-U
tac R2_ UJZ H
1V |
o U U-R,
i R ] i i
~100- il ~1|=100- 1000 ~1]=0.199%

46. Pri merenju snage trozicnog, trofaznog, simetriénog potroSaca metodom dva vatmetra,
dobijena su skretanja a1=75 podeoka i a>=-16 podeoka. Koliki je faktor snage potrosaca, ako
se zna da su vatmetri jednaki?

ResSenje:

Kod Aronovog spoja (metoda merenja pomoc¢u dva vatmetra) znamo da vatmetri pokazuju
snage po slede¢im izrazima:

R=1-U-cos(30°-¢), P,=1-U-cos(30"+¢)

| je efektivna vrednost fazne struje (simetrican potrosa¢ podrazumeva jednake fazne struje),
U je efektivna vrednost medufaznog napona, ¢ je fazi stav impedane.

Napravimo zbir i razliku pokazivanja vatmetara.

P+R=1-U -[005(30" — @) +c0s(30° -I-qo)]z I-U-2-c0s30°-cosp=1-U -«/5-005(/)
B—P,=1-U-|cos(30° - p) —cos(30° + ) |=1 U -2:5in30°-sinp=1-U -sinp

Ako formiramo koli¢nik ovih dveju formula, dobijamo:

P-P, I-U-sing sing 1

R+P, I-U-J3-cosp \/_c03¢_x/§g¢

Iz ovog izraza mozemo odrediti ¢emu je jednak tangens faznog stava, potom vrednost faznog

stava i na kraju vrednost faktora snage.

tgp=3 12
R +F




¢ = arctg {\/§—P1 — Pz}

R+P

cosp = cos{arctg {\/é ﬂ}}

P+ P,

U zadatku nisu date pokazivanja vatmetara nego njihovi otkloni iskazani u podeocima. Snaga
u vatima je srazmerna otklonu u podeocima, a konstanta srazmere je konstanta vatmetra Cyw.

R=Cy-au B=Ca
CoS @ = cos{arctg |:\/§ M}}

o +a,

B 75-(-16) || _
CoS ¢ = cos{arctg {\/g 752 (16) (C16) }} =0.351

Napomena: Dobili smo faktor snage manji od 0.5 $to je u skladu sa ¢injenicom da je jedna

snaga negativna.

47. Vatmetrom sa skalom od 150 podeoka, dometa 30 W,

strujnog opsega 500 mA i unutrasnje otpornosti strujnog Rs
ulaza 0.015 kQ, meri se snaga Cisto rezistivnog potrosaca 1 f
R=60 Q. Da bi se izvrSilo potrebno merenje, naponski
opseg vatmetra je proSiren na opseg od 360V f'\
otpornikom Rp=0.005 MQ, a strujni opseg je proSiren 5 W {7
puta odgovaraju¢im Santom Rs. Odrediti vrednost Iy i
sistematske greSke merenja snage potroSaca, koja nastaje Rp R
usled konac¢nih vrednosti unutrasnjih otpornosti vatmetra.

Klasa vatmetra je 0.5 %.

ReSenje:

Ovde imamo proSirenje naponskog i strujnog opsega vatmetra. Naponski opseg se prosiruje
(sliéno kao opseg voltmetra) dodavanjem otpornika Rp redno, a strujni opseg se proSiruje
dodavanjem otpornika Rs paralelno (sli¢no kao opseg ampermetra). Vazno je imati u vidu da
su naponski 1 strujni krajevi vatmetra galvanski razdvojeni. Ovu Semu moZemo posmatrati,
barem §to se tiCe otornosti namotaja, kao UI metodu kod koje imamo voltmetar i ampermetar
vezane umesto vatmetra. U toj terminologiji, ovo bi bio naponski spoj, jer je ukupna
otpornost naponskih krajeva paralelno vezana potroSacu. Sistematska greSka nastaje zbog
toga Sto struja koja teCe kroz strujne krajeve vatmetra nije struja potrosaca. To je zbir struje

potrosaca i struje koja protice kroz ukupnu otpornost naponskih krajeva. Naponski krajevi
novonastalog vatmetra mere dobar napon - napon na potrosacu.

l=1g+1,
Vatmetar meri proizvod struje koja teCe kroz njegove strujne krajeve, napona na njegovim
naponskim krajevima i faktora snage (kosinus ugla izmedu merenih napona i struje).

P =1-U-cos(£Z,U)=1-U-1=(I5+1,)-U=15-U+I,-U

mer

El




Izraz za tacnu vrednost snage je definisan proizvodom struje potroSaca, napona na potrosaci i
faktora snage potrosaca.

Hac = IR ‘U ‘COS(ZIR,U): IR ‘U

Merena vrednost snage se moze povezati sa tatnom vrednoscu.
U Uk

Prer =PRac t Iy ' U=Rpe+—-U=R,c+—=R, +R

R, R
Prethodni izraz se slaze sa zakonom o odrzanju energije. Snaga koju meri vatmetar se moze
iskazati kao zbir snage potrosaca (Piwc) 1 snage koja se disipira na unutras$njoj otpornosti
voltmetra (Pv). Sa Ry je obelezena ukupna otpornost naponskih krajeva nakon proSirenja
naponskog opsega vatmetra: to je redna veza naponskih krajeva vatmetra i dodatnog
otpornika.
Na osnovu datih vrednosti dometa vatmetra i dometa strujnih krajeva mozemo izracunati
domet naponskih krajeva.

¥ :Umax'lmax = Umax: max/lmax:30W/500mA:60V

max

Dodavanjem otpornika Rp proSiren je opseg na 360 V, odnosno n=6 puta. Ukupna otpornost
naponskih krajeva Ry je onda zbir otpornosti pocetne otpornosti Rwy i dodatne otpornosti Rp.

Re n-Rp 6-5kQ

RV—RNV+RP—n_1+RP—n_1— = =6 kQ
Relativno iskazana greska merenje je data izrazom.

u? u? u?

p et ), R | R | . R_ 600
F%leO(ﬂ—ljleO ————-1|=100] — |=100, —5 |=100—=100 =1%
tac tac Ptac v F‘)V 6000 Q
R

48. Za merenje nepoznate otpornosti metodom poredenja na raspolaganju su izvor konstantne
struje, etalon-otpornik otpornosti od 1000 Q i voltmetar sa pokretnim gvozdem, unutrasnje
otpornosti od 0.005 MQ, opsega 10 V. Kolika je nepoznata otpornost otpornika ako napon na
njemu iznosi 2.0 V, a na etalon-otporniku 1.0 V?

ReSenje:
Osnovno kolo ¢ini strujni izvor koji napaja rednu vezu etalonskog otpornika i1 otpornika ¢iju
otpornost merimo. Voltmetar se spoji paralelno etalonskom, a potom merenom otporniku i

ocitaju se dva napona. Moramo uzeti u obzir unutrasnju otpornost voltmetra.

U _I.RN'RV _I.RX'RV
v Ry+R,’ . Ry +Ry
Ry ‘R, Ry‘R, 1kQ-5kQ
Uy _Ry+Ry _ RxR _Ry+R, _1kQ+5kQ _ o o
Ux ReR  Re+R Uy 1V
R, +R, U, 2V

Ry -5kQ=1.67 kQ(Ry +5k)
Ry -(5kQ-1.67 kQ)=1.67 kQ-5kQ
Ry =2.5kQ



Napomena: da je voltmetar imao beskonac¢nu otpornost onda bi se dva izmerena napona
odnosili kao otpornosti na kojima je vr§eno merenje napona, jer je struja konstantna. Onda bi
reSenje bilo 2 kQ.

49. Aktivna snaga monofaznog potroSata meri se pomocu tri voltmetra sa pokretnim
gvozdem, klasa ta¢nosti 1.5, opsega 16 V. Ocitane su vrednosti od 15.0 V, 10.0V i 10.0 V.
Voltmetri se mogu smatrati da imaju idealnu unutrasnju otpornost. Kolika sistematska greska
merenja nastaje ako se zanemari Cinjenica da reaktansa dodatnog otpornika koji se koristi u
ovoj metodi nije jednaka nuli, ve¢ iznosi 0.4 % od njegove otpornosti?

ReSenje:

Klase tacnosti instrumenata su date u ovom zadatku radi
zbunjivanja! Klasom ta¢nosti je definisana greska slucajnog
tipa: mi ne znamo stvarnu vrednost greske, znamo samo
granice greske, pa ne mozemo da izvrSimo korekciju.

Sistematska greska poti¢e od reaktanse dodatnog otpornika, 1

ukoliko znamo mehanizam nastanka greske, moé¢i ¢emo da

izvr§imo korekciju. PoSto niSta nije reCeno u tekstu zadatka,

smatra¢emo da je reaktansa induktivnog tipa.
Ako zanemarimo ¢injenicu da postoji reaktansa dodatnog otpornika, onda ¢emo primenom
formule za merenje snage metodom tri voltmetra dobiti merenu vrednost snage.
U’-U, -U? 125
Prer = =
2R R

Tacnu vrednost aktivne snage ¢emo dobiti mnoZenjem napona na potrosacu, struje potrosaca

1 kosinusa faznog stava potrosaca.

P, =U-1-cos(«U,1)=U - Y

Kosinus ugla izmedu U i Uy se odreduje iz trougla koji ¢ine tri napona primenom kosinusne

teoreme.

-cos(£U,U, + £RIL,Uy)

U’ -U,”-U?  15% -10% -10?
20U, 2.10-10
ZU,U, =arccos(0.125) =82.819 °

Ugao izmedu napona Up i struje | bi bio nula da dodatni otpornik nema induktivnu

cos(£U,U,) = =0.125

komponentu. Vrednost ovog ugla ¢emo odrediti iz pravouglog trougla koji ¢ine naponi RI,
Xcl 1 Uo.
tg(£LRI,U,) = XRLII = % =0.4% =0.004




Z/RI,U, =arctg(0.004) =0.229 °

Pac =U -0 cos(82.819 °+ 0.220 %) = 10\'/10'0'1212
R-+/1+0.004
R 1+(XLJ
R
Ptac:lz_.:L
R

Relativno iskazana sistematska greska je data izrazom:

T, =100 Tmer _4 =100(12—'5—1J=3.3%
. 12.1

50.

Reaktivna snaga trofaznog, trozi¢nog, priblizno

simetri¢nog, induktivnog potrosac¢a meri se metodom sa g @ . . .
tri vatmetra, klasa tacnosti 1.5, opsega 600 W, idealnih ‘

unutras$njih otpornosti. Nepaznjom, Sema je povezana  § : @ -o-

kao na slici. Kolika sistematska greSska merenja

reaktivne snage nastaje zbog pogre$nog vezivanja, ako 71 . - ! @
je faktor snage potroSaca priblizno 0.95?

ReSenje:

Da bi pokazivanje vatmetra (merila aktivne
snage) moglo da se iskoristi za merenje
reaktivne snage, vatmetar treba da bude vezan
tako da meri struju iz jedne faze, a napon
izmedu drugih dveju faza. Vatmetri W2 i W3 su
upravo tako vezani.

Pokazivanja W je dato izrazom.
Ruz = s -Ugr -€0s(£l,Ugr)

Rz =15 -Ugr -sin(e)

Ako je izvor simetri¢an onda su fazni naponi medusobno jednaki. Ako je potroSac simetri¢an
onda su struje medusobno jednake. Obzirom da su vatmetri W2 i W3 vezani na isti nacin, oni
¢e pokazivati jednako.

I=lg=ls=I

Da su sva tri vatmetra vezana kako treba zbir njihovih pokazivanja bi mogao biti iskoris¢en
za odredivanje ukupne reaktivne snage.

3-1-+/3U -sin(p) =3+ Qe



cos(p)=0.95 = ¢=18.19°

3-1-4/3U -sin(p) =+3-Q,. =3-1-U-0.312=0.936- 1 -U
Vatmetar W1 nije dobro povezan.

Ry =g -Ugr -€08(£lg,Ugr)

Rz =g “Ugr -€0s(30 °~ )

Ako u ovom slugaju saberemo pokazivanja tri vatmetra i podelimo faktorom V3, dobi¢emo
merenu vrednost reaktivne snage.

o _ Rua+Rus+Rus _ 1+/3U -cos(30 °— ) +2-1-4/3U -sin(p)
mer = NE J3

Quer = | -U(c05(30 °= ) + 2 -sin(95))

Quer = 1:U(0.979+0.624)

Qe = | U -1.603

Relativno iskazana sistematska greska:

r,, =100 Smer _q|—100f 1Y -1003 1) _ 70
I-U-0.936

tac

L, =71%

51. Na voltmetar sa kretnim kalemom 1 dvostranim ispravljacem, kalibrisanim tako da meri
efektivhu vrednost prostoperiodiénog napona, doveden je jednostrano ispravljen
prostoperiodi¢ni napon. Kolika je sistematska greSka merenja?

ReSenje:

Posto je mereni napon stalno pozitivan (jednostrano ispravljena sinusoida), dvostrani
ispravlja¢ ovde nema funkciju: na izlazu dvostranog ispravljaca ¢e biti isti napon kao §to je
na ulazu. Instrument sa kretnim kalemom meri srednju vrednost napona iza ispravljaca.

T T/2
Usr=%£u~(t)-dt_—{ju sin(at) - dt + jo dt} UT (a)leOS( o[l =

T/2

U T/2

-U 2r T U

—t = m ! cos(— —) —cos(0) p = —1

o=52 o sy - e —con(0) -
T

Instrument je kalibrisan da pokazuje efektivnu vrednost prostoperiodi¢nog napona, §to znaci

U

da mnoZi srednju vrednost faktorom oblika. Vrednost faktora oblika za dvostrani ispravljac i

prostoperiodi¢ni talasni oblik iznosi 1.11.
U, —111.U, =1.11.2m
7w

mer



Tacna vrednost je efektivna vrednost merenog napona. Efektivna vrednost se odreduje po
definiciji.

1T 1 T/2 T
Ui =Ues = ?J.Uz(t)-dt = ? _[Umzsinz(a)t)-dt+ J.O-dt
0 0 T)2

Uves¢emo smenu za kvadrat sinusne funkcije.

sin®(x)= % - % cos(2x)

T/2

T/2 T/2
1 1 1 1 1 1
Utac _Um\/? J. (E—ECOS(ZO)t)jdt :Um ?{‘([ Edt— j- ECOS(Z@t)dt}

0 0

Vrednost drugog integrala je nula posto je u pitanju integral nad jednom celom periodom

prostoperiodi¢ne funkcije. Ostaje samo prvi integral.

11(T U
Uae =Un 7 3(50) =5

Sada mozemo odrediti vrednost sistematske greske zbog talasnog oblika.

U 111--1% 2.22
I, =100, —mer _1|-100 — 2 _1|=100| Z5_1|=-29.3%
’ tac Uifn T
2

52. Dato je 20 rezultata merenja otpornika R1 i 40 rezultata merenja otpornika R2. Ommetar
kojim je vr§eno merenje otpornosti ima gresku manju od 1 % od opsega. Merenja su vrSena
na opsegu do 2 kQ, odnosno 20 kQ. Kolika je merna nesigurnost paralelne veze ova dva
otpornika?

R1 R2

Q Q

1005.9 9951.8 9982.9
1006.0 10004.6 9966.3
1003.5 9992.4 9981.9
997.2 9996.0 10013.7
1006.3 9960.3 9950.3
1001.7 9993.6 9953.3
998.5 10010.2 9954.1
1001.7 9960.5 10013.6
999.0 10016.7 9977.2
999.0 10017.2 9959.1
998.1 9981.7 9992.9
1002.9 10009.9 9992.5
999.4 10000.4 10013.9
998.3 9974.5 9979.3
1003.7 9962.2 9958.2




1001.8 9965.5 10006.0
1005.3 9967.3 9950.2
999.2 10014.2 9957.4
1000.5 10002.5 9971.2
1002.4 9973.9 9983.2
ReSenje:

Za date skupove vrednosti mozemo odrediti srednju vrednost i standardnu devijaciju.
R, =1001.5€Q, op =2.9Q, odnosno R, =9982.9Q, op, =22.1Q

Prvo ¢emo odrediti mernu nesigurnost za svaki od otpornika.

Merna nesigurnost otpornika R, : u(R,), koja se sastoji od merne nesigurnosti TIPA (zbog

serije merenja) i merne nesigurnosti TIPB (zbog greske instrumenta kojim su vrSena
merenja).

u(R) = ua(R)P +[ug(RF

Merna nesigurnost TIPA za otpornik R, se odreduje kao standardna devijacija skupa
izmerenih vrednosti za R, podeljena korenom iz broja merenja.

( ) GR]_ o 2 9 Q
V20 V20
Merna nesigurnost TIPB za otpornik R, je odredena granicom greske ommetra podeljenom

sa koren iz 3, posto pretpostavljamo ravnomernu raspodelu (nista drugo saopsteno o vrsti
raspodele za gresku).

(R )_1%-2 kQ 20Q
B\ NE NE
Konac¢no, moZemo odrediti mernu nesigurnost otpornika R, :

u(R) = [up(R)F +[ug(R)F =[0.7 QF +[11.54 QF =11.56 &

=07Q

=11.54Q

Sli¢na racunica se sprovodi i za otpornik R, .
u(R,)= \/[UA(RZ )F +[ug(Ry)f

us(Ry)= RZ _2219 454

\/_
10/ -20 kQQ 200Q
uB(RZ): d

BB

U(R,) = y/[us(R)F +[ug(R)F = [3.5QF +[115.4 QF =11550

=11540

Sada mozemo napisati izraz za paralelnu vezu otpornika R, i R,. Zavrednosti R, I R,
uzimamo izracunate srednje vrednosti.

R _ RR, _100L50.99828Q o 00
" R +R, 1001.5Q+9982.80Q '




Mernu nesigurnost otpornosti R, odredujemo na osnovu izraza:
2 2
R oR
u(Rg )=,/ =5 -u(Ry)| +| =—E-u(R
®e) J{a& )] +| T uie,)

Parcijalni izvodi predstavljaju koeficijente osetljivosti

c _Re Ry ((Ri+Ry)—Ry Ry -1 _ R, | R 2 _ 3982.80Q 2 =0.826
"R (R,+R,) (R +R,f |Ri+R,| |10015Q+99828Q|

e _Re R (R+R,)-R-R,-1  R? R, ? 3 1001.5Q ? — 0.0083
"2 oR, (R, +R, ) "(R+R, |Ri+R,| |10015Q+99828Q |

Sada imamo sve podatke potrebne za odredivanj ¢ merne nesigurnosti paralelne otpornosti:
u(Re ) =+/[0.826 -11.56 QF +[0.0083-115.5 QF =+/91.17 ©? +0.917 O? =9.6 Q

MozZemo mernu nesigurnost izraziti u relativnom obliku, u procentima:

iy (Re)="CRe) 100 - 962 100 1 050
R 910.16 0

53. Za merenje struje na raspolaganju je: a) milivoltmetar dometa 60 mV, klase tacnosti 1 i
unutrasnje otpornosti od (6 £ 0.03) €, i b) Sant za 60 A 1 60 mV, klase tacnosti 0.5. Kolike je
relativno iskazana merna nesigurnost merenja struje ako milivoltmetar pokazuje 20 mV, ako
se zna da odstupanja otpornosti Santa i otpornosti voltmetra imaju trougaonu raspodelu?

U U(RV+RS)
“RIRs T RiRg
2 T al * T al ’
u(l) = —u(U) +H o UR) |+ —ou(Rs)
V S

¢, =L R FRs 100017

au R, -Rs
e O _y LR R)-(R+R)Ry _, -R’ _-U
VR, (R, -Rs ) (R, -Rsf R
e 0 LR R)-(R+R)R _, -R° _-U
" oRy (R R ) R Rsf R’

Kl, Uy 1-60mV

)= 003 ~ 10043 0¥V
(RV)_% %_12.2 mo

AR; _Kls-Us/ls_05-60mV/60A _05-1mQ
U(R)=—= = S — =2.04
(Rs)= J6 100 f 100-/6 100-/6 =




2 2 2
_ | RARs -y, -v
u(l) = [R\,-R 0.346mv} {R\,Z 12.2m9)} J{R > 2.04;19}

S S

@ =1.74%

%

54. Koliku otpornost ima otpornik preko kojeg se kondenzator od 80 nF isprazni na polovinu
pocetne vrednosti za 15.3 s? Kada se otpornik ukloni, kondenzator se isprazni na polovinu
pocetnog napona za 62 s.

ReSenje:
Ako imamo kondenzator kapacitivnosti C, koji je napunjen na napon E, a u trenutku t=0 se

na njega veze otpornik otpornosti R, onda se napon na kondenzatoru ponasa po zakonitosti:
t

u(t):E-e_E.

Zbog drugog dela zadatka, u kojem se kaze da se kondenzator prazni i kada se ukloni mereni
otpornik, zaklju¢ujemo da postoji jos neka otpornost paralelno vezana kondenzatoru. To
moze da bude otpornost voltmetra kojim se vr$i nadgledanje napona, moze da bude parazitna
otpornost samog kondenzatora, paralelna veza ove dve otpornosti, itd... Obelezimo ovu
otpornost sa Rc.

Dakle, kada imamo kondenzator koji se prazni kroz otpornost Rc, zavisnost napona od

vremena ¢e biti:
t

u,(t)=E-.e "¢
Kaze se da se pocetni napon na kondenzatoru, nakon vremena T>=62 s, prepolovi:
T2 T2 T2

ueﬁz):%zEe_RC'c = %:e_RC'C = 2=e%¢° = In2:—T2.

T2
In2-C

Re =

U prvom delu vremena, kondenzator se prazni kroz ekvivalentnu otpornost koja je jednaka
paralelnoj vezi merenog otpornika R i otpornosti Rc. Sada je napon na kondenzatoru dat
jednacinom:

t
u(t)=E-e RIrc Je
Nakon vremena T1=15.3 s, pocetni napon se prepolovi.
1 1 In2-C

u(r)=E=E-e‘R;(1?>'C — R|Re= Lot 1.1
2 “ In2.C RR: R Re T

1 In2.C

R T; Rc T, T,

1 In2.C In2-C




1
R=12c m2.c ~366MQ

Tl B T2

55. Napon u(t) je doveden na Vi (voltmetar sa kretnim kalemom i dvostranim ispravlja¢em,
kalibrisanim da pokazuje efektivnu vrednost prostoperiodi¢nog napona) i V2 (voltmetar sa
mekim gvozdem). Ako je pokazivanje prvog voltmetra 100 V, koliko pokazuje drugi
voltmetar? z =T /(2a), a=4.

‘H(I)

+7

RESENJE:

V1 meri srednju vrednost dvostrano ispravljenog napona i mnozi faktorom oblika 7 /(2\/5) .

/1 1 1 T T /4 a-1
”rm“ "2z Tﬂ“(t)' it el

u-21100v

4J_ a

(100\,)£i
7 a-1

V2 meri efektivnu vrednost napona u(t). Rac¢unanje efektivne vrednost, zbog oblika signala se
moze uprostiti raCunanjem integrala u polovini periode 1 mnozenjem sa dva.
T/2

\/ ju (t) - dt—\/i 2. ju (t)-dt

Sada je potrebno odrediti zaV|snost napona u(t) u prvoj polovini periode. Zavisnost je

linearna, pa mozemo pretpostaviti oblik.
uit)=k-t+n

Poznate su dve tacke kroz koje prolazi linearna zavisnost.

u(r):k.r+n:k-L+n:0
2a

T T
u(=)=k-—+n=U
(2) 2

Oduzimanj em druge 1 prve jednacine dobijamo:
T T

KT
U( ) U(T) U= k(z—z—jzz—a(a—l) = k=

2au
T(a-1)




Iz prve jednacine se moze odrediti n.

T@@a-1) 2a a-1
Konac¢no, imamo analiti¢ki zapis za u(t).
0, O<t<r
i =y Y (Zat 1) r<t<T/2
T/2 T/2 2
1 1 U (2a
—-2- — | =t-1]] -
\/T Ju -t - \/T j{a_l[T t-1] o

UZ

da

(a 1?

(4a 2

-——t+
T

% n

2.
a—-1\|T

1 2
=3
yv

4
at2

L
-1

@+

T

Ik

4a

G

2T

T

)

2a

M

J
J?
J
i

T(a

8a®

-1)

E'TZ(aZ

-1 +T(a—1)

2T 432

2a

-1) a T(a -1) T(a 1)

a2

|

2a

@

a (a —1)

(@-1)

2a°

2 a?

2

|

2a

al-a a-1
2a 2a

a’ —a’-3a(a’

6a’

—a)+3a2(a—1)}

a’—a’-3a*+3a%+3a

6a’

a°—a’-3a’ +3a

6a’

|

3_3a2}

T T
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3 2 _ _1\3 _
u, - U 5.| 8 3a”+3a-11 U 2.(a 1) _u |2 1
a-1 6a a-1 6a 3a

u,-u |31
3a

Spajanjem formule za U1 i U, dobijamo:

42 a

=(100Vv).- 5. =
r a-1
/ 4J— a [a-1 42 |a’(a-1)
= 1 . =(1 . .
V2= e 3a(a—1)°
u =(1oov)-i 22 _190v
2 7 \3(@a-1)

Napomena: Ako se napon pomeri po vremenskoj osi, tako da porast signala pocinje u t=0,

dobija se visestruko lakse reSavanje ovog zadatka!

56. Aktivna snaga trofaznog potrosaca prikljucenog na trofazni Cetvorozi¢ni sistem meri se jednim
vatmetrom. Nazivna vrednost faktora snage potrosaca iznosi 0.5. Pretpostaviti da je trofazni sistem
napona idealan a upotrebljeni vatmetar se moze smatrati dovoljno tacnim. Kolike su sigurne granice
greske merenja ako se zna da se fazne struje ne razlikuju za vise od 1.5 % od nazivne struje, a fazni
uglovi ne razlikuju za vise od 0.5° od nazivnog faznog ugla?

ReSenje:

Vatmetar povezan, na primer u fazi R, meri aktivnu snagu iz jedne faze. Ako pretpostavimo da su
izvor 1 potroSac simetri¢ni, ukupna snaga je tri puta veca:

|:)mer =3 PR

Ako se struje u fazama razlikuju, odnosno ako se razlikuju fazni stavovi, onda pretpostavka nije
tacna, pa ¢e p_, biti razliCito od p__ za dvostruku vrednost totalnog izvoda (greSka se javlja u dve

faze, a u jednoj fazi je dobro merenje)

Po —Pau|=2-AP=2- ‘— Al|+ > Ago‘}
op

P=U-Il.cose

opP P _U1-(=sing)-A

p —=U-cosg , o0 ( (P) ®

P =P/ =2-{U -cos@- Al +U - I sing- A}
Relatlvno iskazanu greSku moZemo proceniti pomocu izraza:

{U.COS¢.A|+U-|.S|n¢~A¢}:g. A_I+m_¢.A¢ :g.{A_|+tg¢-A¢)}
3-U-l-cosg 3 | cos @ 3 I

| mer_ tac|

Rac
|Pmer_F{aé|_z 1.5
e =310 = +tg(arccos(0. 5))

tac

05°

-3. 14159}



Ovaj izraz nije u potpunosti korektan! U imeniocu izraza treba da stoji tacna vrednost snage, ali je mi
ne znamo. Da bismo uopste procenili kolika je relativno iskazana greSka, umesto tatnom vredno$cu,
apsolutnu gresku delimo merenom vrednoscéu. Svesni smo da na ovaj nacin izraCunavamo relativnu

gresku sa nekom malom greskom!?

|Pmer _Pfay
—= =20%
P

tac %

NAPOMENA: ugao mora biti izraZzen u radijanima, ne u stepenima!

57. Studenti su na laboratorijskim vezbama sastavili strujni spoj U/l metode za merenje
otpornosti. GreSkom su u Semi spojili voltmetar na mesto ampermetra i ampermetar na
mesto voltmetra, a to nisu primetili. Oba instrumenta su sa mekim gvozdem i skalama sa po
100 podeoka. Ampermetar ima opseg od 0.4 A i klasu ta¢nosti 1 %. Voltmetar ima klasu
tacnosti 0.5 %. Karakteristicna unutrasnja otpornost voltmetra je 48 Q/V, a ampermetra
10 QA. Sema se napaja iz izvora prostoperiodiénog napona frekvencije 105 Hz. Otpornik
koji se meri ima otpornost od 146.67 Q. Studenti su odabrali merni opseg voltmetra od
2.5V 1 pokusali da izmere otpornost otpornika ovako pogresno povezanom Semom. Ako je
ampermetar pokazao skretanje od 40 podeoka, koliko podeoka u tom slucaju iznosi
skretanje voltmetra?

ReSenje: :

1z definicije karakteristi¢ne otpornosti i opsega 7 Vo I
voltmetra mozemo odrediti njegovu unutraSnju \\\’\Z///
otpornost.

R, =48 in:RV=48 Q .25v-120 O 0 )
vV U, Vv

1z definicije karakteristi¢ne otpornosti i opsega
ampermetra mozemo odrediti njegovu unutrasnju
otpornost.

' R 10QA
R, =10 QA=R, - R,=—2A =——=25Q
A =10 Ra 1 = Ry | 04 5

max

Napon na ampermetru, koji je vezan na mestu voltmetra, se odreduje po formuli:

UAzRA-IAzRA{mpOd

———-04A;=>U,=4V
100 pod

Ovaj napon je razdeljen rednom vezom unutrasnje otpornosti voltmetra i nepoznate
otpornosti koju merimo.

U, =U,- Ry
R, +R,

U, =4V. 120Q =U, =180V
120 0 +146.67 Q

U, /a=U, /o
a=U, -, /U, =1.80V+100 pod/2.5V=72 pod



58. Za koliko se promeni struja mikroampermetra u — ¥ ¥ "

naizmeni¢nom mostu u okolini ravnoteznog stanja, kada

dode do promene vrednosti induktivnosti L za 0.1 %? QD

Most se napaja iz izvora prostoperiodiénog napona UR' c i D

frekvencije 50 Hz i efektivne vrednosti U = 300 mV. [——| -
-

R, =0.5kQ, rR,=R,=1kQ, R,=2kQ, L =100 mH, Ry Re
C =100 nF u

ReSenje:
Ako sve elemente mosta, izuzev mikroampermetra, predstavimo Tevenenovim elementima, imaé¢emo:

2, = (2R, )+ RJ2,)

R. L1
1 “jaC R,
Z4:R4|| N = =
— joC g 1 joR,C +1
4 jaC
Z, =w:z4 ~1992- j125.1
—  (eRCy+1  —

Z, =R+ joL=7 =500+ ) 31.4
_ZoR  R-Z, _(1992- j125.1)~1000+(500+ j31.4)-1000

Z,+R, R,+Z, 1992-j1251+1000 500+ j31.4+1000
~ (1992- j125.1)-1000 (500+ j31.4)-1000
=T 2992-j125.1 T 1500+ j31.4

~ (1992 j125.1)-1000 2992+ j125.1 (500+ j31.4)-1000 1500 j31.4
AT o902- 1251 2992+ 1251 1500+ j3L4  1500— j31.4
(1992 - j125.1)-1000-(2992+ j125.1) N (500+ j31.4)-1000-(1500- j31.4)

N

T

= 29922 +125.12 15007 +31.4°
, _ (1992 j125.1)-(2992+ j125.1) (500+ j31.4)-(1500— j31.4)
&1 = 8967.7 " 2251.0
, - (1992-2992 +125.1-125.1) + j125.1-(~2992+1992) N
=T 8967.7
(5001500 +31.4-31.4) + j31.4-(1500-500)
" 2251.0
Z, =666.4— j13.95+333.6+ j13.95
Z. =1000
Modu ekvivalentne impedanse je:
\5 \ —~1000 Q

Ekvivalentni Tevenenov napon mozemo odrediti kao razliku potencijala na krajevima
mikroampermetra. Potencijal na gornjem kraju mikroampermetra je definisan razdelnikom koji ¢ine
R2 i Z1. Potencijal na donjem kraju je definisan otpornikom R3 i impedansom Zs.



R, (Zy+Ry)~Zy (R, +2, + joo-AL)

E.=E-

— = (R,+Z,+ jo-AL)(Z, +R;)
R,-Z,+R,-R,~Z, R, ~Z,-Z,~Z, jo- AL

E=E (R, +Z,+ jo-AL)(Z, +R;)

- :E_Rz-Rs—é-é—é-ja)-AL

— (R, +Z, + jo-AL)(Z,+R;)
Most je u ravnotezi, ako je proizvod naspramnih impedansi medusobno jednak.
Z,-Z,=R,-R,
Pa nam nakon skraéenja ostaje:
Z,- jo-AL
E,=E: .
— (R, +Z, + jo-AL)(Z,+R;)

Promenu induktivnosti u imenioucu mozemo zanemariti u odnosu na mnogo vece sabirke.

‘ET‘: E- 2] 274 - AL

- ‘R2+é‘-z4+R3

19922 112527 -2 7-50- 0L 10010

E[=03: 100

- [1000+500+ j 31.4]-[1992 - j 125.1+1000)
\ET\= 0.3-1995.92.0.031419

— 15007 +31.42 - /29927 +125.12
- 1881,y

— 1500.32.2994.61

B E _ 4.1 pVv
N ‘ z, ‘ 1000 Q
Iy =4.1nA

59. Kapacitivnost kondenzatora C se meri Ul metodom, naponskim spojem. Ampermetar ima
unutra$nju otpornost koja je N=7 puta manja od impedanse kondenzatora C, a voltmetar ima
unutrasnju otpornost N puta veéu od impedanse kondenzatora C. Odrediti vrednost
sistematske greSke merenja koja nastaje usled konacnih otpornosti instrumenata. Koristi se

izvor prostoperiodi¢nog napona amplitude 12 V, frekvencije 60 Hz.

ReSenje:

Koli¢nik izmerenog napona i struje predstavlja moduo

impedanse. Ako zanemarimo otpornost voltmetra, to ¢e o_'®
biti impedansa sacinjena od kapacitivnosti, koju ¢emo R.
nazvati Cm, odnosno merena vrednost kapacitivnosti. “
Tac¢nu vrednost kapacitivnosti - Ct, ¢emo dobiti ako
uzmemo u obzir kona¢nu otpornost voltmetra.




Rt

U 1] 1 ‘ jaC,

_—= RV” = =

| joC,| aC, ‘Rﬁ.l
JaC,

1 — I:av — I:zv szl
oC, [+ jRaC| [1+(RaC,) C,
N N
1 wC, _ aC,
oC, 2 1 N?

R i
oC, !
1 1 N G NI+N
C. C, J1+N? C, N

J1+ N2

N
1
T, :100{ /—2+1—1} -=1.0%
N

NAPOMENA: Vrednosti napona i frekvencije su nepotrebne u ovom zadatku.

-1

60. Napon talasnog oblika kao na slici, dovodi se vl

na voltmetar sa kretnim kalemom i dvostranim A
ispravljacem, podesen da pokazuje efektivnu oAl
vrednost sinusnog napona. Odrediti apsolutnu s
vrednost relativne greske merenja efektivne . - L
vrednosti datog napona ovim voltmetrom. 9 72 T
A=145V,a=50,f=52Hz.

<A

ResSenje:
U prvoj poluperiodi, napon je linearno zavisan od vremena. U drugoj poluperiodi imamo
sinusnu zavisnost ¢ija je formula data.

O<t<I
2
A A\ 2 A A-(a-1) 2 A 2-(a-1) }
t = — A ————— t -y @ . t — . 1 —t
u(t) a+( ajT u®) =+ Tt’u() a{Jr :
U =k [ L] k=2 =2@=D
) a T

Merena vrednost napona je ono §to pokazuje voltmetar opisan u tekstu zadatka. To je srednja
vrednost dvostrano ispravljenog napona. U prvoj poluperiodi je napon definisan linearnom
formulom. U drugoj poluperiodi je napon negativan, pa se dejstvo dvostranog ispravljaca
ogleda u promeni znaka ispred sinusa u drugom integralu.



a)t~dt}

ju 1 T/2 T
Umer:2.\/§ ? {}[ k- [1+L t] dt+T-[2(—A).s|n
Umerzl'l' k(t'i‘h jT/Z‘F— COS[Z‘E tle

2.2 T 2 T T/2

r 1 T LT AT
e ‘ﬁ'?'{“(?*? Tj+ﬁ‘2}

u =" .{LKLL_A}
o212 2 4 x

7[ A(l 12(a1)jAa

Umerz—' _
2.2 lal2 8 T r-a
U _L.é.{l+a_‘1 3}
“ 22 al2 4 1
U - % .é.{ﬂ'-(a+1)+4-a}
mer 2\/5 a 47[

T/2
U, % {jkz L+ LA -dt+ jAZ sin ot - i

tac (
tac (
tac (

T/2

T/2
{ j[1+2 L-t+L%-t?] - dt+ A2.

2 2
PN PRI |T/2+A—-I
3 0 2 2

11, 2(a 1)T+4(a21) T2,
2 T2.24

{ La-1 (a- 1)} A? a?
e

a
a (a 1)
2

_A
a
_A

12 a

a
Aj 6-a+2-(a*-2-a+1)+3-a° (Ajz.S.a2+2-a+2

|

J (l—icos2 20t) - dt
0 T/2 2 2

A2

4

12



U

é_\/S-a2+2-a+2
a 2-\/5

tac —

Relativno iskazana greska merenja napona je data izrazom:
A z-(@a+])+4-a
F%=1OO-[—U”‘”_U“3‘5J=1OO-[—U”‘”—1j=100- a 842 -1
tac é.\/S-a2+2-a+2
a 2.3

tac

r%zloo-( J3 7-(@+)+4-a J

4.2 J5.4242.a12

61. Kolika sistematska greSka merenja kapacitivnosti elektrolitskog kondenzatora nastaje,
ako se ne primeti da je greSkom izostavljen pomo¢ni kondenzator koji bi trebao biti redno
vezan sa voltmetrom? Poznat je odnos vrednosti jednosmernog napona E i efektivne
vrednosti naizmeni¢ne komponente napona U, E/U=k=4. Ampermetar i voltmetar smatrati
idealnim.

ReSenje: Ako je Sema ispravno povezana, onda voltmetar meri efektivnu vrednost
naizmeni¢ne komponente, posto kondenzator "preuzme" kompletnu jednosmernu
komponentu. Ovde je kondenzator izostavljen, tako da na krajevima voltmetra postoji suma
jednosmernog i naizmeni¢nog napona. Voltmetar meri efektivnu vrednost sume dva napona.
Posto Sema nije dobro povezana, Cak i primenom ispravne formule, ne¢emo dobiti pravu
(ta¢nu) vrednost kapacitivnosti:

1 :U_V ~ Cc - I,
oC,. |, " w-U,
Da bismo dobili pravu vrednost kapacitivnosti potrebno je u gornjoj formuli, umesto
pokazivanja voltmetra, imati efektivnu vrednost naizmeni¢ne komponente napona.

— IA
Cxt - w-U
Potrebno je odrediti vezu izmedu pokazivanja voltmetra i efektivne vrednosti naizmeni¢ne
komponente napona.

Uy = /Tiiuz (t)-dt = \/%TQ[E +U \/isin(a)t)]z .t

-
U, =\/%I[EZ+2Euﬁsin(wt)+2uzsin2(a)t)}-dt

0

Posto je odredeni integral prostoperiodi¢ne veli€ine nad celim brojem perioda nula, srednji
¢lan otpada.
T

U, :\/Tij[Euzuzsin?(wt)]-dt

0




U, =\/T1HE2 +2U? -%(1—003(2a>t))]dt

0

1 T 2 2 2
U, = \/?_l‘[E +U? U cos(2at) |-dt
Odredeni integral nad celim brojem perioda prostoperiodi¢ne funkcije je nula, pa otpada treci

sabirak.

U, =\/T1][Ez+u2]-dt =JE? +U?
0

. 2 2
r%{%—l}mo: ”IUV ~1]-200=| 2NEEE 9 1100
xt A A
w-U w-U
U U
F%: W—l}].()o: j—l 100
- U 1+()
— U -
1 1
ry = -1 ~100=|: —1]100=—75.7%
| V1+K? 1+ 42

62. Kapacitivnost blok kondenzatora Cx meri se kolom sa slike. Koriste se digitalni
instrumenti za naizmeni¢ne veli¢ine: miliampermetar opsega 20 mA, voltmetar opsega 20 V i
frekvencmetar opsega 200 Hz. lzmerene su vrednosti od 15.00 mA, 6.00V i 180.0 Hz.
Odrediti sigurne granice greSke merenja kapacitivnosti Cx. Svi instrumenti imaju 3 % cifre.
Njihove greske su date u tabeli, a unutrasnje otpornosti se mogu smatrati idealnim. Generator
G je izvor prostoperiodi¢nog napona.

@
gre§ka mA \Y F
% opsega 0.5 0.5 0.5

<F> @) Cx == % oditavanja | 1.5 0.5 0.2
LSD 5 2 1

ReSenje:
Polazimo od izraza za odredivanje kapacitivnosti na osnovu pokazivanja instrumenata.

|
C,=——
X 2rfu

Ako uradimo logaritam leve i1 desne strane dobijamo, lakSe je odrediti totalni izvod leve 1
desne strane.



In(Cy)=In(1)-In(2z)-In(f)-In(V)

AC, Al Af AU

c, | f U

Za sigurne granice greske uzimamo apsolutne vrednosti svakog od sabiraka.
AC,| [al],[af], |au
C, I f U

Vredsnosti apsolutnih gresaka miliampermetra, voltmetra i frekvencmetra se racunaju na

osnovu greSaka prikazanih u tabeli.

Al :E 20 mA+ % 15 mA +5-0.01 mA=0.375 mA

100
Sabirci u gornjem izrazu imaju znacenje: 0.5 % od opsega (koji iznosi 20 mA), 1.5 % ocitane
vrednosti (15 mA) i 5 cifara najmanje vaznosti (LSD - Least Significan Digit). Obzirom da je
rezultat na miliampermetru ispisan u obliku 00.00 mA do 19.99 mA, zakljucujemo da cifra

najmanje vaznosti ima tezinu 0.01 mA.
0.5 0.5

AU =——--20V+—-6V+2-0.01V=0.15V
100 100
Af = 05 -200 HZ+E 180 Hz +1-0.1Hz=1.46 Hz
100 100

Sada mozemo odrediti vrednost relativno iskazane greske merenja kapacitivnosti.
AC|_|0.375mA| [1.46Hz| 015v|=00581

C, 15mA | |180Hz| [ 6V |

| AC <5.81%

Cx |y

63. Kapacitivnost blok kondenzatora Cx meri se kolom sa slike. Koriste se digitalni
instrumenti za naizmeni¢ne veli¢ine: miliampermetar opsega 2 mA, voltmetar opsega 20 V i
frekvencmetar opsega 200 Hz. Izmerene su vrednosti od 1.822 mA, 19.00 V i 62.5 Hz. Svi
instrumenti imaju 3 Y2 cifre, a greske instrumenata su date u tabeli. Generator G je izvor
prostoperiodi¢énog napona. Odrediti relativno iskazanu vrednost sistematske greske koja
nastaje ako se zanemari unutrasnja otpornost voltmetra koja iznosi 100 kQ.

@
greSka mA V F
% opsega 0.5 0.5 0.5
(F) @) Cx == % olitavanja | 1.5 0.5 0.2
LSD 5 2 1

Resenje: Za razliku od prethodnog zadatak u kojem se traze sigurne granice greSke merenja,
ovde se trazi sistematska greSka. Na sistematsku gresku ne utic¢u podaci o greSkama
instrumenata dati u tabeli. Izvor sistematske greske je zanemarivanje unutrasnje otpornosti
voltmetra.



Ukoliko zanemarimo prisustvo kona¢ne otpornosti voltmetra, dobi¢emo merenu vrednost
kapacitivnosti. U tom slucaju, koli¢nik o¢itanog napona i struje predstavlja moduo impedanse
kondenzatora Cx.

U 1 1 |
0 . | = = Cmer

| joC, .| aC.., oJ
Ako uzmemo u obzir postojanje otpornosti voltmetra, dobi¢emo ta¢nu vrednost
kapacitivnosti. Tada koli¢nik napona 1 struje predstavlja moduo ekvivalentne impedanse koja
se sastoji od paralelne veze kapacitivnosti i otpornosti voltmetra.

1

g:‘RVII 1 ||V jec., ‘ R . R

I T P A R e N PR
Ja)Ctac

8y = B
) ey T e

Relativna greska se racuna na osnovu merene i taéne vrednosti kapacitivnosti.

C. —C C

. = mer tac _ Zmer _q

rel = C _C

tac tac

va va
U
1 822 mA 100 kO 1 0.00548

19V 100 kQ2-1.822 mA )’ 1
19V

rel -

r =0.548 %

rel %

64. Konstantna temperatura se meri digitalnim termometrom sa 4 % cifre, mernog opsega
200 °C. IzvrSeno je 25 merenja ove temperature. Dobijena je srednja vrednost temperature od
123.45 °C i standardna devijacija rezultata merenja 1.49 °C. Greska instrumenta iznosi 0.2 %
opsega + 0.5 % ocitane vrednosti + 9 digita. Kolika je standardna merna nesigurnost rezultata
merenja temperature?

Resenje: Na displeju sa 4 i 1/2 cifre mogu da prikazu prirodni brojevi od 0 do 19999.
Ukljucivanjem decimalne tacke, ovaj opseg je "pretvoren" u opseg temperature od 0 °C do
199.99 °C (vrednost 200.00 °C prakti¢no ne moze biti prikazana!). Sada smo u stanju da
odredimo kolika je vrednost cifre na poslednjem mestu: 0.01 °C.

Merna nesigurnost se u ovom slucaju sastoji od dve komponente. Zbog ¢injenice da se vrsi
viSe merenja (u ovom slu¢aju 25 merenja) i da je dobijeno rasipanje rezultata karakterisano
standardnom devijacijom 1.49 °C, definisana je merna nesigurnost tipa A.

u =0 18 C_ o500

" dn Vs



Druga komponenta merne nesigurnosti je tipa B i potice od deklarisane greSke instrumenta.
Posto nije definisana vrsta raspodele greske, pretpostaviceno da je u pitanju uniformna
raspodela.

0.2 0.5

L AT _100°% CPyppt S EIOOE qq07500

SN e G

Kombinovana merna nesigurnost se racuna po izrazu:

u=Ju’+uy’ =\/(O.298 °C)’ +(0.639 °C)’ =0.705 °C

=0.639°C

65. Na slici je prikazano kompenzatorsko kolo gde su E, =E, =45V, R, =165Q, |
R, =200Q. Kolika je strujna osetljivost kola na promene otpornosti R, u blizini

ravnoteznog stanja?

Ry

B

ResSenje: Ova Sema se sastoji od dva izvora E, i E, Koji su jednaki, promenljivog otpornika
R,, otpornika R, i galvanometra koji ima unutra$nju otpornost Rg . Za slucaj kada je R =R,
nema struje kroz galvanometar (istovremeno je i napon na krajevima galvanometra jednak
nuli). Kada se otpornici razlikuju struja ¢e proticati kroz galvanometar. Zbog toga ¢emo R,
izraziti kao R, + AR. Ukoliko je AR =0 onda vazi R, =R, i kolo na slici je u ravnotezi. U

slede¢im jednacinama Ce to biti pokazano.
=1

E, E
=R TR
1 1
E, E
=2 "R
2 2

Iz ovih jednacina sledi da je R =R,. Dalje se zadatak reSava preko Tevenenove teoreme.

Galvanometar ¢emo ukloniti iz kola, ostatak kola predstaviti elementima Tevenenove
teoreme, da bismo dobili jednostavnije kolo za koje je lako napisati izraz za struju kroz
galvanometar.
R

R, = Ry = RJR, = (R, + AR)|R, z72
Posto u kolu postoje dva izvora, reSi¢emo ga primenom metode superpozicije. Napisa¢emo
da je napon Uag jednak zbiru vrednosti koja je posledica delovanja svakog od izvora, pri
isklju¢enom drugom izvoru.



R R R, + AR R AR
ET: UAB= - lR-l-ZR +E2R+1R =E(R _iAR+R ) R +A|2Q—|—RJ: E2R + AR
1 2 1 2 2 2 2 2 2
AR
E ~EZS
2R,

Tek nakon sredivanja izraza za AR (oduzimanje dva vrlo sli¢na ¢lana u zagradi), moguce je
zanemariti AR u imeniocu, jer je mnogo manje vrednosti od R,. Sada je lako napisati izraz
za struju kroz galvanometar.

E. AR

I = -E
Rr+ Re 2-R2-(R2+Rej
2

Iz gornje jednacine sledi da je:
Is E 45V _48 HA

—_— R =
AR 2R,(2 + Ro) 2-165Q-(1629+200§2j Q

Ovako iskazana osetljivost kompenzatora znaci: pri promeni otpornika Ri u okolini
ravnoteznog stanja za 1Q, struja kroz galvanometar ¢e se promeniti za 48 pA.

66. Induktivnost kalema meri se miliampermetrom, voltmetrom i vatmetrom. Koriste se
digitalni instrumenti sa 3 1 cifre. Miliampermetar ima opseg od 20 mA sa greskom mernog
opsega struje 05%, greSkom merene vrednosti 06%i 5LSD . Voltmetar ima opseg od
200V sa greskom mernog opsega napona 0.7 %, greSkom merene vrednosti 05%, i
3LSD . Vatmetar, nainjen za faktor snage 0.2, ima strujni opseg od 10 mA i naponski od
100V, sa greskom mernog opsega snage 0.75%, greskom merene vrednosti 05%, i 6 LSD .
Izmerene su vrednosti od 10mA,90Vi01W. Kolike su sigurne granice greSske merenja
induktivnosti kalema?

ReSenje: Na induktivnosti kalema se razvija reaktivna snaga koja se odreduje merenjem
snage, napona i struje.

Q=(wl)I?= «/(Ul)z - P?

1z ove formule se moze izraziti induktivnost:

1 4/(UI)* — P?

Lo Lu-e
Q) |

Nakon ovoga treba da se odredi totalni izvod izraza za induktivnost po veli¢inama koje u sebi

sadrze greSku, a to su struja, snaga i napon.

AL = iAU+ %AI+ @AP
au al oP
o _ l[l) -1 1 U
U o 2)12Jun?- P? o, JUl)?- P?
Ul-U-17 U= 7 -2l 2U1-U - 12— 41(U1)? - P?)
oL 1 2J(UI)? - P? B 2,/(UD? - P?
R B T B



oL 12U%1°— 4U%I°+ 4IP? 1 2P?- U?|?

a o 24 JUunZE-P? o 1funi- P
oL _ i[lj op 1 P
P @ 2)12Jun?- P? © 1% JUl)’ - P?

Kada se odrede totalni izvodi izraza za induktivnost po velicinama koje u sebi sadrze gresku,
treba odrediti greske koje su u ovom zadatku iskazane kombinovano. Greska svakog
instrumenta se sastoji iz tri komponente: a) greSka iskazana u odnosu na merni opseg, b)
greSka iskazana u odnosu na ocitanu vrednost i ¢) greska iskazana brojem LSD-ova. Ove tri
komponente treba sabrati da bi se dobile greSke AU, Al i AP.

LSD - least significant digit je najmanja vrednost poslednje cifre. U ovom zadatku koriste se
digitalni instrumenti sa 3 1 cifre, Sto za voltmetar koji ima opseg 20V, znaci da moze
pokazati vrednosti od 0.00 V do 19.99 V, a najmanja vrednost poslednje cifre u ovom primeru
iznosi 0.01V.

Greska voltmetra:

AU = ﬂ200V 05 —90V+3-01V =215V
100 100

(LSD ovde iznosi 01V, opseg voltmetra je 200V, odnosno meri do1999V)

Greska miliampermetra:

Al = 0.5 ——20 mA + %10 mA+ 5-0.01mA =0.21 mA
100 100
(LSD ovde iznosi 0.01mA, opseg miliampermetra je 20 mA, odnosno meri do19.99 mA , pa

se odatle moze izracunati)

Greska vatmetra:

Prax = lhax Upex - COS p =0.2W
AP = %OZW £01W+6 0.0001W =0.0026 W
100 100

(LSD ovde iznosi 0.0001, opseg vatmetra je 0.2 W, odnosno meri do0.1999 W)

|AL|< L 2P? — U2I2 1 P o
\/(Ul) o 13 /(Ul)? - o 12.JU1)? - P?
1 2P?— U?I? 1 p
=AU+~ All+]= AP

‘ \/(U|) { \/(UI) ‘+ () |3\/(U|)2— p2 * W |2\/(UI)2— p2 }
A—LZ— 7] el A K EUVT R N
LU’ - [13(Un? - p?)
AL _ UZ-IZ AU|+|2P2—U2|2‘A_|+ P? AP

(U') Ul o =p?) 1| jun =P P
‘ {Uzlz AU‘ thz Uzlz‘ ‘ PZ.A_P}

(Ul) P




2
ALl L — {902-0.012-£H|2-0.12—902.0.012|-0'—21 +‘0'1 -0.0026‘}
L |~ (90-0.01)%-0.1 90 10 | |01
A—LL <1.25-{|0.01935/+|0.01659] +/0.00026]} = 0.04525
AL < 452506
L %

67. Voltmetar sa kretnim kalemom, opsega 150V, klase 0.20% i karakteristi¢éne unutrasnje
otpornosti 0.666 kQ¥/V, overava se samo u jednoj mernoj tacki, pomoé¢u kompenzatora

dozvoljene greske od +0.25mV i naponskog razdelnika odnosa150:1, kao na slici. Ako je na
voltmetru ocitano 120V, a na skali potenciometra kompenzatora podeok koji odgovara
naponu od 08025V, odrediti maksimalnu dozvoljenu greSku naponskog razdelnika sa

kojom je moguce izvrsiti validnu overu voltmetra (kolo za overu mora imati barem tri puta
manju greSku od ispitanog uredaja ). R, = 100Q2.

ReSenje:
3 Ovde vrSimo overu voltmetra koriS¢enjem
SR sistema koji se sastoji od delitelja napona i
W) r ? kompnezatora. Tekstom zadatka_ je naglaseno
- L , koji uslov mora da zadovoljava oprema
Sk Kompenzator kojom se vrsi overa (etalon): mora da ima

bar tri puta manju greSku od ispitivanog
instrumenta - voltmetra.

Maksimalna greska voltmetra je odredena opsegom i klasom tacnosti.
max |AU
, = T[]

\Y

100 = max|AU|=0.3V

max

Po uslovu zadatka greSka etalona mora biti barem tri puta manja od greske voltmetra:

AU < % max|AU|

etalon —

Etalon se sastoji iz naponskog delitelja faktorom N i kompenzatora. Vrednost ocitanu na
kompenzatoru mnozimo faktorom I da bismo dobili vrednost napona po etalonu. Vrednost
po etalonu poredimo sa vredno$¢u koju pokazuje ispitivani voltmetar.

Uetalon =n: Ekompenzato

Kako bi se dobila greska etalona radi se totalni izvod po N i Ekompenzam

AU etalon — 8U talon An+ aU alon AEkompenzeltcr
an kompenzate
AU ya10n = Exompenzars = AN+ N+ AE oy =0.8025V-An+150-0.25mV

1z poslednjeg izraza se mozemo odrediti 4n.

AU < % max|AU |

etalon —



1

E - An+ n-AE = 50.3V

kompenzata kompenzata

08025V - An+150-025mV = 01V = an = 04V -150-025mV _ ) o000

08025V
Maksimalna dozvoljena greska naponskog razdelnika iskazana u procentima (relativna

vrednost) iznosi: An -100 = 0.052%
n

68. Na voltmetar sa kretnim kalemom, opsega 15Vi karakteristicne unutrasnje otpornosti
125 kQ/V, povezana je dioda D1, kao na slici. Na ulaz ovog kola je doveden talasni oblik

napona dat kao: u(t) = (A +B-sin500t) V pri ¢emu je A=2.0iB=5.0. Odrediti apsolutnu

gresku merenja efektivne vrednosti datog napona ovim kolom. Karakteristike diode se mogu
smatrati idealnim.

ReSenje:

+, O— P %
Bl 1/ \

/ \
uft) 6) 2 \ L
\
4 / \ |

PN

~

P

-
+

te T2 \t

| N /

Imajuéi u vidu polaritet napona u(t) 1 usmerenost diode 1 voltmetra, mozemo zakljuciti da ¢e
voltmetar "videti" negativne delove napona u(t) kao pozitivne. Pozitivne vrednosti napona
u(t) voltmetar nece "videti". Pokazivanje voltmetra ¢e biti jednako negativnoj vrednosti
srednje vrednosti negativnih napona u(t).

Minus ispred izraza za srednju vrednost napona potice od neusaglaSenosti polariteta napona
u(t) i polariteta voltmetra. Ggranice integrala predstacljaju granice u kojima je napon u(t)

negativan (zbog obrnuto postavljene diode u odnosu na polaritet napona u(t)).
t2

Umer = _ij‘u(t)dt :Uv
T t1

Prvo se trazi vrednost t, iizraunavanje T :
u(t,) =0= A+B-sin(at,) =0
. A
sin(at,) =——
() =3
. A
wt, = arcsin (- E)

t, = 1. arcsin(- é) =-8.23-10"s
@ B

T= 2z =0.01256s

w
Zatim se traze vrednosti t, it,:



t, =%+|to| =71-10"s

t, =T+t =1173-107 s
Sada se raCuna u__ . Postoje dva nacina kako se ono moZe izraCunati, prvi je preko vremena,

a drugi je preko uglova.

1 t2 1 t2 1 t2 1 t2
U, :-—-jU(t)-dt:-—-j(2+ 5-sin(500t))-dt:-—-jz-dt——-js-sin(500t)-dt
T tl T tl T tl T tl
u ——1-2-(t—t)+i-£-5-(cos(500t)—cos(500t))
mer T 2 " 500 T 2 1
1 1 5

=~ .2.(11.73-10°%s-7.1-10%s) V +

U, =— -(0.91rad +0.91rad) V
0.01256s

0.012565 500 rad/s

U, =-073V+1.44V =0.71V

Drugi nacin: Napon u(t) moZzemo posmatrati kao funkciju ugla. Tada imamo situaciju
prikazanu na slici.

Sada je periodi signala 2m, veli¢ina na
J \‘\ / horizontalnoj osi je ugao a, a ne vreme ft,
/ \ / takode ¢emo umesto vremenskih odrednica
/ \ / to, t1 i t2, imati uglove oo, a1 1 02.

/ / . . .
/ \ al 2/ Problem se opet svodi na odredivanje
negativne vrednosti srednje vrednosti signala
\ u granicama od o1 do ap,

/P
=
"y

o, = arcsin(- é) =-0.4115rad
B

a, = 7 +|a|
a, = 27 —|oy)|
1 a2 1 a2 1 a2
Upy =-=— [(A+B-sina) - da=-_=- [A - da- = [B:sina - da
T ol 27[ al 27T al
Digresija: Jsin ot -dt = - Lcosat
w
U = —ZL{A-(a2 —a,)—B-[cosa, —cosa, |} = —%{A-(Z;r— Dety| - 77 —|exe|)— B - (cos ez, + cos a, )}
Vs T

Posto je cos parna funkcija vrednosti «, i , S€ Zamenjuju ¢, .

U,, = -Zi{A-(n - 2lary|)—B-2-coser, | = —0.159 - (4.634 —9.1)V = 0.71V
T

mer

Sledece se racuna U, a to je efektivna vrednost :

UtaC:\/Tl-iuz(t)-dt=\/%-1(2+5-sin(a)t))2-dt:\/%-i(4+20-sin(wt)+25-sin2(wt))-dt




sin? x :%(1—0052x)

T T T T
um=\/%-D4-dt+jzo~sin(wz)-dt+j dt- j7 cos 2+ (cr) dt}
0 0 0

0

Vrednost drugog i Cetvrtog integrala ¢e biti 0, zato Sto se radi o integralu prostoperiodi¢ne
funkcije nad jednom, odnosno, nad dve cele periode.

U, = \/% 4T+ 125.T]=4.06 v
Apsolutna greska merenja iznosi:

I"=Vu U, =-334V

mer~ “ tac

Napomena: Neophodno koristiti arc funkcije tako da daju ugao u radijanima!

69. Faktor snage trofaznog simetri¢nog potroSaca meri se metodom dva vatmetra. Oc€itana su
skretanja kazaljke od +80 podeoka na prvom vatmetru, i -75 podeoka na drugom vatmetru.
Oba vatmetra imaju identi¢ne karakteristike: skalu sa 100 podeoka, klasu tacnosti 0.2 %, kao
1 unutraSnje otpornosti naponskog i strujnog priklju¢ka koje mozemo smatrati idealnim.
Koliko iznose sigurne granice greske merenja faktora snage potroSaca, u apsolutnom obliku?

Resenje: Kod Aronovog spoja (metoda merenja pomocu dva vatmetra u trofaznom sistemu)

znamo da vatmetri pokazuju snage po slede¢im izrazima:

P=1-U-cos(30°-¢), P,=1-U-cos(30°+¢)

pri ¢emu je:

| efektivna vrednost fazne struje, uz pretpostavku da je simetri€an potrosac, pa su sve tri
fazne struje jednake,

U efektivna vrednost medufaznog napona, uz pretpostavku da je generator simetrican, pa su
sva tri napona jednaki,

o je fazni stav izmedu odgovarajuc¢ih napona i struja.

Napravimo zbir i razliku pokazivanja vatmetara.
PR+R=1-U -[cos(30° — @) +c0s(30° +¢)J: I-U-2-c0s30°-cosp=1-U -\/5-00340
B—P,=1-U-|cos(30° — ) ~cos(30° + ) |= 1 -U -2-5in30° sing=1-U -sinp

Ako formiramo koli¢nik ovih dveju formula, dobijamo:

P-P,  1-U-sinp  sing —itggo
P+P, 1.U-v/3-cosp +/3-cosg +f3

Neka je pokazivanje vatmetra srazmerno otklonu kazaljke:
B=o-Cw, P =«,-Cw

Pl_PZ _ (al_az)'CW:_tg¢ 0= arctg(\/_ ( o9 —o) 0‘2)
P1+P2 (a1+a2)'CW \/_ ( 2)




cos ¢ = cos(arctg (+/3- (o~ %;))

Iskoristimo vezu

1
V1+ x?

1

14+3. (%" %2y2
a, +a,

cos(arctgx) =

, paimamo da je cos¢ =

Acosp = 0Cos @ A GCOS(D,A%
oo, a,
d 1 0 =
2 2
\/1+3.[0’1—%] \/1+3-[“1_“2] :
o +a o ta
Acosp = L2 Aay|+ Ay, - -
oa, oa, Ix) 23
2
o|1+3.| A~ %
1 al+a2
Acosg=|- = Py A+
_ 1
2\/“3.(0!1%}
a1+052
2
o|1+3 A~ %
1 al+a2
+|— 3" P ‘Aa,
2 a,
2\/“3.(%—%}
0{1+0£2
a(al aZJ
+
AcCosp=|— . 3-23-(]l % \AT% a,|+
2 a +a, oa,
(04 a
2\/1+3-( 1 2]
al+a2
5(“1 az)
e ! 2.3.47% \4t%) .
23 o, t+a, 3052 ?
. a
2\/1+3-( . Zj
al+a2




1 a-a, 1(a+a,)-(,—a,) 1

ACOSp =|— -6- Aa, |+
14 2’ o +a, (o, + )’ !
2 143 B=%
a+a,
n 1 3.6.051—052.—1-(051+0:2)—(0521—052)-1.A0!2
2 a, +a, (o, +,)
) 1+3.(%%]
a+a,
- 2
ACos¢ =|- L 3-3-05l %, Ay |+
2 a,+a, (o +a,)
1+3-(a1_a2}
a, +a,
Ll 1 3.3_0‘1_0‘2. (_26“1)2_A0[2
2 a+a, (a+a,)
1+3.(%%]
o, +a,
Acosp=|- 1 3.csogz.(al—oszz),Ml+
2 (,+a,)
14+3.] H~%
a,+a,
nE 1 .(—6051)~(051—052).A

2

\/ .[ J

Na osnovu definicije klase tacnosti vatmetra, odredena je dozvoljena greSska iskazana u
podeocima.

- max|AP|

w

-100

max

—_Cw.- _Ccw. _ _ _ oW
P=Cw-a, P_=Cw-a,,P_=2000W,q,, =100pod=>Cw=20 Aod

= ————100= max|Aa|=kI—W~amaX=0.2pod
C 100



Posto su vatmetri isti, uzetemo da oba vatmetra mogu da grese po 0.2 podeoka.

6-(o,—,) @, 6-(o,—,) o

AcCOSp = . ‘Ao |+ . A
v 2° (0{1+a2)3 ' 2’ (0{1+a2)3 ?
143.| A% 143.| A%
a+a, a+a,
AcCosg = (o~ o) 3 - S-Aa-(|a2|+|a1|)
2° (g +ay)
1+3.(%—%j
a, +a,

Acos¢=0,00149

70. Koliko iznosi otpornost Rx merena Tomsonovim mostom prikazanim na slici ako su u
trenutku ravnoteZe mosta: R, =0.1Q, R =R, =500, R, =R, =1kQ i R, =0.1mQ,

ReSenje: Kada je Tomsonov most u ravnotezi struja kroz indikator je 0. To znaci da kroz
otpornike R1 i R2 tece ista struja (Ig). Takode, kroz otpornike Rx i Rn tece ista struja (Ip).
Struja Ip protice i kroz grupu otpornika Rs+R4 u paraleli sa Rs.

Posto kroz indikator nema struje, napon na njegovim krajevima je nula, pa se mogu napisati
dve jednacine za oznacene konture:
R-le =Ry I +Ry -1
Ry-lc =Ry -Ip +R, -1
Struja Ip1 se moze napisati na osnovu izraza za strujni razdelnik:

— Ry )

DL
R, +R; +R,

Sada mozemo da zamenimo struju Ip1 u prve dve formule.

R R
- :R—3| +R. 1. = R—S+R A
Rile =R R+R,+R, ° ° P ° Ry +R,+R, Xj b

Iy

Rs Rs

R-l.=R,-I_ +R,-——S .| =|R, +R,- ——=S |.]
S - ) T (N 4 RS+R3+R4] P



Deljenjem gornje dve jednacine dolazi do skra¢ivanja struja i ostaje izraz u kojem figurisu
samo otpornosti.

(R3 R7+R J I

R -1 Ry +R; +R,

R, -1

26 RN+R4-L Ay
Ry +R; +R,

Preuredivanjem se dobija izraz za Rx.

LY L.(&_&j
R, (R +R,+R,)

Gornji izraz se znacajno uproscéava ukoliko se obezbedi da je razlika u zagradi jednaka nuli.
U ovom zadatku je zadovoljen taj uslov, pa se nepoznata otpornost odreduje po izrazu:

Rx:%-RN:SmQ

2

71.

Most za merenje impedance, prikazan na —

slici, u ravnotezi je za vrednosti parametara 5 Z s |§

R=1.5kQ, C=3.3 nF i za frekvenciju napona IEN A E

napajanja f=10 kHz. ¢ ” ¢ ” L I

Koliki je moduo impedance Zx? _IlL |:| R ®>UN
®

ReSenje: Jednacina za ravnoteZu struja u ¢voru A glasi:
1,+1, =1, odavde sledi |, —

Kada je kolo u ravnotezi nema struje kroz indikator nule, §to istovremeno znaci da je na
krajevima indikatora nule napon jednak nuli. PogreS$no je indikator nule zameniti kratkim
spojem, poSto kroz kratak spoj moze da teCe bilo koja struja. Situacija da su struja i napon
indikatora nule jednaki nuli se deSava samo na jednoj frekvenciji.
MozZemo napisati dve jednacine po drugom Kirhofovom zakonu.

1 1

L =1

|2-_—+|1-R:U =0 = 2-_—:—| ‘R
- JoC — JoC =
l,- (Zx+—)—| ( )i Z, +L+L :|1._L
— joC~  — = jaC — joC JjoC| — jaoC
Deljenjem prethodne dve jednacine ¢emo se osloboditi struja.
1
l,-———
-2 -1,-R
joC L - —R~{Zx+_2 }: _1 - 1 2
— JoCJ (jeC) («C)

2 e jac

R-{Rx+jxx+ _2 }: 1 5
()

Prethodna kompleksna jednaCin ustvari sadrzi dve realne jednacine koje dobijamo kada

izjednac¢imo realne i imaginarne delove sa obe strane znaka jednakosti.




1 1

R-R. =
" (ec) R-(wC)’
jXX+_i:0 = XX:i
JoC C

Moduo impedanse Zx je dat izrazom

2

Z, = RXZ+XX2\/{R-(510C)2J +(

Z, =18.3kQ

72.
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